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Apresentação 


Este livro é o Complemento para o Professor do volume 3, 
Trigonometria, da coleção Fundamentos de Matemática Elementar. 

Cada volume desta coleção tem um complemento para o pro- 
fessor, com o objetivo de apresentar a solução dos exercícios mais 
complicados do livro e sugerir alguns encaminhamentos aos alunos. 

É nossa intenção aperfeiçoar continuamente os Complementos. 
Estamos abertos às sugestões e críticas, que nos devem ser encami- 
nhadas por intermédio da Editora. 

Agradecemos à professora Erileide Maria de Sobral Souza a 
colaboração na redação das soluções que são apresentadas neste 
Complemento. 


Os Autores. 
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О ЫШ — Razões trigonométricas no triângulo retângulo 
6. т т sy 
562 


b2 + с2 = а2 > === 
4 
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15 


14. a) sen 20º15' = sen 20º + 60 (sen 21? — sen 20?) - 
= 0,34202 + 15 (0,35837 - 0,34202) - 0,34610 
30 
b) cos 15930! = cos 15° + 60 (cos 16? — cos 15?) = 
= 0,96593 + 20. (0,96126 - 0,96593) - 0,96358 
о о 40 о о 
с) tg 12?40' = tg 12 + 50 (6 13 — tg 12°) = 
= 0,21256 + = (0,23087 — 0,21256) = 0,22476 
o o 12 o о 
d) sen 50212" = sen 50º + во (sen 51? — sen 50?) = 
= 0,76604 + 22. (0,77715 — 0,76604) = 0,76826 
о о 27 о о 
е) cos 70927! = cos 70° + 60 (005 71° - cos 70º) = 
= 0,34202 + = (0,32557 — 0,34202) = 0,33462 
о I о 35 о о 
f) tg 80º35' = tg 80º + бо (tg 81 — tg 80º) = 
= 5,67128 + 35 (6,31375 - 5,67128) - 6,04605 
15. b = 4-1е 35? > b = 2,80084 cm 
уй - 
а- cos 35º > a = 4,88311 cm 
B 
16. c: sen 30° = 4 > с = 8 Nag 
: ШЕХЕ 
b = c -tg 30 =b=— é Е 
9 
sp а = SOB ECOS 
3 b € 
3 | Fundamentos de Matemática Elementar 


+ c2 = 36 => c = 4 e então b = 245 
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17. b · cos 15° = 4 = = 4V2 (V3 - 1) 
с: cos 75° = 4 = с = 4/2 (V3 + 1) 
а? = b? + с? > a = 16 


18. h = y: 18 30° e h = x- 18 60° => += = + 


19. x = 25 : sen 70° = x = 23,49 т 
х + 2 = 25,49 т 


_һ+у y 
21. d- ER БУШ CIT 


= h = d (tg B — tg a) A |" 
"p | P 
FD 


_H-h _ _h ЧЕЧ | 
22. АВ EB ° АВ Ea =H n (2E +1 
23. x = y- tg 31°53' e x = (60 + у) · tg 30° = x = 503,57 m 


503,57 + 1,50 + 721,50 = 1226,57 m 


1,50 m 


nível do mar 721,50 m 
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24. 


25. 


26. 
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x = 7000 - tg 84º = x = 66,60 km 


_ 7000 B 
Y= ови СУС 66,97 кт 


y = x: tg 24° ey = (10 + x) · tg 20º > x = 44,72m 
B 


10 x С 


ANUN — Arcos e ángulos 


35. 


36. 


39. 


а-0-55 
12 |, &g-465m. Lim po 150m. бт, 
_ Im 180 12 "^" 180 6 
а+ь= 


а+р + с = 13° 
а + р + 2с = 15° { > а = 4°, р = 7°ес = 2° 
а + 26 + с = 20° 


a = É rad > a = 27 rad ou 120° 
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40. =a:r=4,5: 7 = 31,5 ст 
- 40 дбе = 90º 
42. а) а = 50 30 20 


0 = 180? — 20° = 160° 


11 
— 55 дү. с 
b) а= 25-30 = 27,5 
0 = 180° — 27,5° = 152,5? ou 152°30' 
9 3 
6 
11 
_ 30: 30° сс 
б) а= E = 45 
= 30° — 15° = 15° : , 
7. 
6 
12 
- 15 30-75 10 
d) a = 5g 30° = 7,5 
8 = 150° — 7,5° = 142,5% ou 142°30' 9 3 
6 
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44. АР, = 2:21 = — rad 


E 
4 


T _ sen ST = 22 
49. sen 7 = sen 2 
Зар ЖИ. NE 
4 4 2 
To 2m _ УЗ 
51. sen = sen 3 72 
sen— =s em КЕ) 
3 3 2 
МЗ , V2 _ МЗ + N2 
52. a ->z t5 70s 2 
1,4 2) 4-42 
LES EE (-33)- 4 
с) за) - 2[- 22) ++ 0-342 


(B-a 
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57. 


58. 


60. 


63. 


66. 


(4) -£(-8) - 21 + 3048 


0? < 45? < 90° = (sen 45° > 0 e cos 45° > 0) = y, > 0 
180° < 225? < 270º = (sen 225° < 0 e cos 225% < 0) = y, < 0 


3m Тт | Тт Тт | ы тт) 
I e — < — > =" |= EAL 

2 д 21 => sen 2 Oecos 2 Oe|sen 2 cos Л = 
—y,-0 


270º < 300? < 315° < 360º = (|sen 300] > |сов 300º]; 
sen 300° < 0 e cos 300° > 0) = y, < 0 
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69. а) УЗ+1-0=1+УЗ 


1 2-18 + УЗ 
c) —2(1) + = (0) — 1-3) sim E 


qa $($)- 30-28 


71. а) 180? < 269? < 270? = tg 269º > 0 
90° < 178? < 180? = sen 178º > 0 


бт т Бт 
b) 0 <71 <-у > зеп 0 


3m 23т 23т 
= ie = ===; > «0 
2 < 2 < 2 п => COS 2 > 0 У 


Зт 12т 12т 
— < —— < = < 
2 7 27 > t£ 7 0 


|» y, > 0 


74. cotg d = cotg эт. 


75. cotg = = cotg x = ҮЗ 


cotg m - cotg Ес = —\3 


77. а) —— +1+ 
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79. 


81. 


82. 


84. 


C) ЕВЕ 


| E 643-2, 544 (38) 10133-20270 
7 


3 5. 2 105 


d) 2 


2 
3 
51 3 


а) 180? < 269? < 270? > сов 269º > 3 Зүс 
90° < 178° < 180? = sen 178° > 0 a 


Ru ыды — 
b) 2 11 T = беп 0 
Зт 23т 23т 
ТӨЛ 3918 <0 
p 12 < Әт = cos -0 + = у, 
3T 127 127 
sE = sec Л = _ 273. 
6 6 3 
sto O E 
6 6 3 
гер ТЕЕ = ec 7. – 2/3 
6 6 3 
вес ЭЛ. = sec L = 2 
3 3 
ӨВ = sac == 
Ə 3 


а) 180° < 269° < 270º = sec 269° < -1 
° ° o о => Ут «0 
90° < 178° < 180° > 0 < sen 178° < 1 
Бат т Бат 
b) LIFT 2 Sen тт 9 
Зт 23т 231 
>0 
5 < 12 < 27 > cos 12 20,;2y 
3T 12т 17т 
— < ——t < > 
2 - 2т = sec - 0 
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5т _ то 
86. cossec "m iy cossec G 2 
cossec m cossec tlr =2 
6 6 


2m _ ло 
87. cossec = = cossec СН 
cossec am. cossec эл = 
3 3 
89. a) 90° < 91° < 180º = cos 91° < Oe cossec 91° > 0 


| > y,>0 


[cos 91°| < |cossec 91º| 


b) 90? < 107? « 180? = sen 107? > 0 е sec 107? < 0 


| > y, < 0 
[cos 107°| < |sec 107°| 


т т т 
< — < — — > 
c) O 7 5 => соја = 0 
Тп .3т Тт 
< < — US > <0 
От .3т Әт 
Е. 


90. (2 + 22 - 2| = 1,25(/2 — 4) 
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ел код — Relações fundamentais 


92. 


94. 


95. 


97. 


99. 


101. 


102. 


боек Em Ss semi 
24 25 
7 
2 2х = = — 
sen“ x + cos“ x = 1 = cos x 25 
7 _ 24 "TA _ _ 25 
e daí tg x = 7, COtg x = zg esecx = 
_ 2Nm _ (m = ут 
cotg x а o BET 2m 
Pisto веб хз srs а 200 
2 2 2 2 
2 2у— њи а 485^) _ (a4 + b°) 
Sen“ х + cos“ = 1 = cos x = + аттар SA E 


2A _ 
sen x = 5 > cossec x = 3 


sen? x + cos? x = 1 = cos x = 212 
1 = cotg x = 2V2 
зеп х = = 

_ 2 cossec x = E ВА -6 

У = соззес? x — cotg2x 9-8 "Y 

cos x = 2 => sec x = Э; sec? x = tg? x + 1 — tg2 x = T 
Е 21 21 Y _ 457 

= (1 +24) + (1 21) = у = 8 


5 sec x — З(5ес2 x — 1) = 1 => 3 sec? х – 5 ѕесх — 2 = 0 
e daí sec x = -Z = cos x = —3 (não convém), sec x = 2 = 


= cos x = + 
2 


sen? x + cos? x = 1 = sen x = + 


sen? x + cos? x — 5 sen x cos x = 3 > —5 sen x cos x = 2 = 
—5 sen xcosx 2 


cos? x cos? x 
=> 2 tg? x + 5tgx + 2 = 0 >tgx = —2 ou tgx = — 


> —5 tg x = 2(1 + tg? x) > 
1 
2 
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104.  cotex==M-=_-1_>m-2m-3=0>m=30um=-1 
tex 3 m-2 
105 cossec x = Bm = sois ES 
i Ма + 2 а+1 
шаар | 1 Ї 
2 ZEE = 
сеп“ x + cos” x 15 СЕР + 341 12 
->22-а-2-0-а-1 
108. (sen x + cos x)? = 1 + 2 sen x cos x > a? = 1 + 2р >a? – 2р = 1 
110. sen x + cos x = а => sen? х + 2 : sen x · cos х + cos? х = a? > 


2. 
= sen x : cos x = 2 1 


y = (sen x + cos х)(ѕеп2 x — sen x: cos x + cos? x) = 


07:15:41 0878 — Arcos notáveis 


112. (4-10 -V4 = 2) = V2 - 12; sen Т. VETE 
2 


21 20 _ T _ 
sen“ — + cos“ — = 1 = cos — = 
8 8 8 


= tg = -1 + 2 


т 
ив a 
dE 2 9 


п _ \10—2\у5 әт по _ цаг 6+2\5 
113. sen = 2 esen 5 + Cos 5 = 1->С05--- à 
A qo Ead. ЭВЛЭЛ S pam 27. 
Es = 5 2/5; sen 37 = 4 e sen 10 ^ COS ijt 
> cos T = MO 2NB „т = V5-1 25 - 10/5 
" 1 УЗ 1 УЗ | 
115. А lo, 707 72" 1. 772: m 2 2-1 
42 42 | 
В = 25 Еме 
|, 270, 27 1 


АПВ = (-1,0, 1} 
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(о код. — Redução ao 1? quadrante 


118. sen [x + E] = sen | (E + x)| = sen (Z - x] = cosx = + 


2 2 2 
119. а) senêx + cos? x = 1 => cos x = 22 
b) cos (x + E) = cos |a [E +х)|- cos (2. -x)= 
2 2 2 
ВН 
2 
с) sen (x + 2) = sen [п - (Z + x)| = sen ($ - х = cosx = "8 
2 2 2 2 
sen (x + Z) 
2 ах +) = = – 43 
cos (x + =) 
2 
е) cotg [x + E] = 2 - -=- 3 
т 
+ — 
«| 3 
9 sec [x + 3) = - = =2 
cos [x + 3) 
т 1 2 233 
cossec |x + +] = —— = — = — 
P (2) TA їз 3 
sen |x + — 
2 
120. а) [sen x + sen x][cotg х + cot x] = 2 sen x : 2 cotgx = 
= 4 sen х · COS X = 4 cos x 
sen x 
зепх – 1 
t£ x — secx COS x 


b) — _ >A а 
) [tg x + cossec x]: sen x Em 
— >T]. senx 


cos x : sen x 
|| senx-1 
sen? x 4 cos x 


senx — sen x + tg x 


121. ----------- hee. 
—tg X — cos x + cos x —tgx 
Е - + + 
122. sen x — cos x + cos x + З ѕепх _ 2 sen x = арх 
COS X — COS x — sen x + sen x —2 cos x 
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107:1:11181 03711 — Funções circulares 


124. 


) 


_ 1 : 
AP — 16 do ciclo, no 


sentido anti-horário 


GMT а 
AP — 16 do ciclo, no 


sentido horário 


=~ 11 : 
Р- 16 do ciclo, no 


sentido anti-horário 


cóngruos 

Р- хэ do ciclo, no 
12 

sentido anti-horário 


) 


2023 : 
АР — 16 do ciclo, no 


sentido horário 


cóngruos 
3 . 

= — do ciclo, no 
4 

sentido horário 


sj 


i.m зао cóngruos 
4.97 8 


АР 6 = do ciclo, no 


sentido anti-horário 


317 ë ofa 
4 4 


зао cóngruos 


ÁP é i do ciclo, no 


sentido horário 
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126. 


127. a) 830º = 2(360º) + 110º > sen 830º = sen 110º = sen 70º 
1195? = 3(360º) + 115º = беп 1195? = sen 115º = sen 65º 
0° <х < 90º = sen x é crescente = sen 830º > sen 1195? 
р) —535° = —360° — 175º => cos (—535°) = cos(— 175º) = — cos 5° 
cos 190º = —cos 10º; 0º < x « 90? 2 cos x é decrescente > 
= cos 5º > cos 10º > cos 190° > cos (—535°) 


Im(f) - |-2, 2] 
р = 2т 
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132. 
y=|3senxl 


3 
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т TT 
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139. Im(f) = [-3, -1] 


р-2т 
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y=1+2senx 


шин 


141. 
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143. Im(f) = [-2, 4] 


р = 4r 


Im(f) = [—1, 1] 
р = 2т 
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146. 
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Im(f) = [-1, 3] 
р = 4r 


= E =ы® LUE = 
149. t-2mx + ә р a эт ^P 
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150. = 


Ferr paia сы шаш 


sli 
E 
об 
х 


- 
м 


152. а) -1<2-5т«<1--3<-5т«<-1-1«<т«- 
m-1. 2m—-3.. = З > 
b) его =. Е: ou m > 2 (А) 
m-1. 1 = 
= = < 
MT 51>- =0 ет <2(8) 


Fazendo a interseção de (A) com (B), vem m = 


n|% 
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153. 


154. 


Im(f) -1-1, 1] 
x COS X у = —cosx 2 
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156. = (0,1) 


157. Im(f) = [—1, 1] 


p = qr 
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158. 


№ 
3 


о 
3 
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159. Im(f) = [0,2] 
X cosx |y=1+cosx р-2т 


160. 
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t+2 3t+ 1 1 1 
164. = 1 ^ 1-2р-150-15 3 001 > 5 (А) 

1-2 -t-3 1 

a -15 а 4-090409 (В) 


Fazendo a interseção de (A) com (B), vem t = -i outz3. 


166. 
Х с05Х | вепх |у -со5Х- зепх 


1 
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167. 


168. 


169. 


171. 


172. 


Solução 1 


О<х<- = зеп х > Ое зеп х < 1 = sen? х < sen x (1) 


0<х< — = cos x > 0 e cos x < 1 => 0052 x < cos x (2) 

De (1) + (2) = sen x + cos x > 1. 

Solucao 2 

No triángulo OP,P temos: 

OP, + P,P > OP 

(um lado é sempre menor que a soma 
dos outros dois) 


Então: 
cosx + senx>1 


1-451-0-х-0:1-2 -16р-4-0-- 
X =x т = Х 2 р 2 2 


А sequência é cos a, —COS о, COS о, —COS а, ...; então: a soma dos 
12 termos iniciais é zero. 


а) + = 3х; 3к # т + кт; 00) = xe Rx Тк, EZ] 


b) t=2x— Z: 2x- E T + кт; 0% = xeR x» акте 


AES 
3 3 2 12 2 


a?2—5a-c-420-2azx10uaz4 
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174. t=2x+ T. 2x+ 2L z 1 rae 


6 6 2 
D(f) =ixER „= клике 
(f P Ix + KZ 

т т T T. 
Боза t< Мал d nr 


ыш A = 204 
175. і-х qi res Кт, D(f) кені» 3 к, ez) 
T 47 _ 4 _ т _ 
0<х а q Ra Тр 3 3 T 
t= 2x20 т + кт, D = xe R|x т + кт, k € Z| 
T 3m т 3T. 37 Tm). 
o ASS += SAP 4 | т. т 
= zm US = Жекей 
t=x+- x +g Кт, О) євїх тит, kez] 
OQ k a I а Поуел В | =)-2m 
4 4 A 4 4 


176. а) 2=- т2 0 ә т 2 


b) 3m-2<-1>m=<ou3m-2=1=>m=1 


2m- 1 —m 1 
— — = < = т< = 
©) а 1-9 1—39 О= 0 = т 3 
ой 
2m — 1 5т = 2 1 2 
= = -<т<-- 
1-3 За: 
1 
177. 1 ‚ (1 + cos x) 2 _ COS X _ _С05Х _ cosx 
(1 + Ll (1 — cos x)? 1-сов2х \зеп?х |веп х| 
COS X 
зепх °° ^_ cos2x cosx 
178. Е (E695 шахаад 
1 senx sen х 
— COS X 
COS X 
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1- зеп? 0 _ (1 + sen 0/1 — sen 0) 


179. = send 1- sen = 1 + зеп 0 
1 
180 (cos? x)(cos2 x — sen? x) _ cos? x — cos? x : tg? x _ 
` (1 + tg? х)(1 — tg? х) sec? x : (1 — tg? x) 
BOB д 
- 5— = cos^x 
sec“ x 

зеп? х + (1 + cosx)?  242со5х _ 2 _ 
181. sen x · (1 + cos x) senx-(1+cosx) senx а. 
182.  senx- cossec x = t = (sen x — cossec x = t? > 

= sen? x + cossec? x = 12 + 2 

ux 
зес?х | sex _ n _ (n — 1)? 
183, соѕѕес2х 1 —sen2x | (1- Еј © 2n-1 
1- cn 
__„ _ Sen(-X) | senx _ _ | АЕ 

184. а) tg (—х) NOS. Ex mer tg (x); a função é ímpar 

b) cotg (—x) = dom „кы —cotg (x); a função é ímpar 

в tg (х) tg X g (X); с р 
с) sec (—х) = —— -— sec x; a Типсао é par 
cos (—x) cos 
4) соззес (—х) = —-——— — —cossec x; а função é ímpar 
sen (—x) sen x 


185. а) O € D(f), f é ímpar = f(—0) = —f(0) > КО) + КО) = 0 = Ко) = 0 


b) fé impar = f(x) = —f(x) | = f(x) = f(x) > 2f(x) = 0 — f(x) = 0, Vx 
f é par > f(—x) = f(x) 


186. f(x) = К—х) = 3 > f(x) é par; g(x) é par, Vn, pois 
g(x) = f(x) - f(x) - ...- f(x) = К—х) - К—х) · К—х) - ...- К—х) = g( -X), Vx 


n fatores n fatores 
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САРЇТОГО ІХ — Transformações 


188. 


189. 


190. 


193. 


195. 


cotg (120º + 45°) = = -(2 + 43); 
LOS ух 
3 
: 4.82 УЗ, 42 1 42-46. 
cos (225 + 30°) = - -5 EA == : ; 
en. Е 
sec 225° = (052555 = 42 - V6 
К „ _ Ү2 УЗ 1 42 46-42. 
хил sk чиг SK Ca Sa 
cossec 15? = L = 46 + 42 
sen 15 
_— ОА _ d 
beba 
su ла V3 МА V2 4-46. 42 
шалы јели азила a Р 
o aro УЗ,Ү2_ 1 ЭЭ e. 42 2 
који QE MEC ш aN 
cos x = +Ү1 — sen?x = „5; сову = -VI = вел?у- ——; 
= О је 
tg x а ВУ 4 
ылы £)  _84. 
sene = áo | әш! 5117)” 85 
Ec __84 
cos (x + y) = == tg (x + y) ЗЭ 


a) f(x) = cos 2х: cos 2x — sen 2x - sen 2x = cos 4x 


D(f) = В; Im(f) = [-1, 1; p= > 


b) gx) = 2 sen T cos x — 2 cos T sen x = 2 - sen (T — х) 
D(g) = R; Img) = [-2, 2]; p = 2m 
sen x , cos х 
+ 

cos x совх 218513 2 =) 
—— — = —=tg[|x + — 
cos x _ sen x 1-— tgx 

COSX  COSX 


c) h(x) = 
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196. 


197. 


199. 


201. 


203. 


204. 


205. 


206. 


x+ Ж ЭЛ + кт ә 00) = |x € R хил + кај 
тт _ _3т 
icr D mo air s т (556 
-р--- өтт ша 
ЕС ag e $ 3 
4 2 4 


f(X) = sen x (cos 2x cos 3x — sen 2x sen 3x) + 


+ cos x (sen 2x cos Зх + sen Зх cos 2x) > 
27 


6 


> f(x) = sen x cos 5x + cos x sen 5x = sen 6x; p = m 
_ (2 + үз) - N3 ЕСІК 
1 + (2 + М3)/3 


sen? x + cos? x 
COS x : Sen x 


tg (75º — 60°) 


tg x + cotg x = 3 > = 3 = sen x: cos x = == 


2 2 
2. š == 2x = = 
= sen x: cos x > sen 2x 


a) sen (Z + 2a) = cos 2a = 1 2 sen?a = sen (Z + 2a) = + 


b) cos (5 + ај = > 008 а ==> Sena > св + ај = 19-2 
сова = ҮТ Sen a => сова => 3 8 
= ГИК (S ЕУ 
зепх = 1 (2) = sen x = 5} 
4 43 _ 44 
sen 3x a 5) 4. | $) 125 
COS x = — 1- (EJ = cosx = 4 
13 13” 
5 \3 5 | 2035 
BOSTON а | +3) з | 33) 2197 
NEN ELA 
xcd n suiço 5 3 rd 
3 4 apr 9 
— 3 
2.7 «oe? ЦЭРГЭЭ На | 5) Mu Es 
[sen 12 cos 1) +ES + 3 со5|2 12 testis 
6 2 
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208. a) f(x) = (cos? x + sen? x)(cos? x — sen? x) = cos 2x 
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2 
с) М) = (cos? x + sen»? -2-сов2х- sen?x = 1 — 2. ( 56125) 
= 1 эу 1 с 3 1 
= e 4. -1-1,(1-оз4) 3 , 1. 
Í а“ Ac 2 2 n 4 со5 4х 
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211. 


212. 


215. 


216. 
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=1 = 27 >p= 
a) f(x) = — sen 2х; p э P т 
= 2 
b) g(x)= — = (1 —tg22x): cos? 2x = cos? 2x — sen? 2x = cos 4x 
= 27 -7 
p n = р 5 


с) h(x) = (cos? x + sen? x)(cos^ x — cos? х · sen? x + sen! х) = 
cos! x + sen? x) — cos? х · sen? x = 
cos? x + sen? x? — 3: cos? x · sen? x = 


"IE 2. -4(Н-035)-3 S- 
-27 (T 
ао 
jue sh. 24 s2 (= (2-5 
и оова в El 
31 
sen 2а + cos 2a = 55 
T — = ханд 1 (-2y- $; 
соз a 3” 3 3” 
siai aE – 2. 55 (_ 2). WB 
sen b = 1-(2/- сеп 2а - 2 3 | 2.) = о 


dye 18:17 So 8 7 HE. 
cos 2b = (3. 4 E =3 9 9>052=-q 


a , b(1- tg х) 


1 
= a Dy = м = _ 
tgx = acotg x + b = tg x 7 ЕТ 


tg 2x 
= 2tg2x- 2a=-—btg82x+b>(2=-be-2a=b)>b=-2ea=1 


sasam aasan qas = AA = = 


LE 2 
0 3 3 3 
sen = =; A = 25: — + V10 - -= БА = 18 
— шт 5 о 7 


2 y 2п+2 
= cos (2) _ N4n2 + бп + 2 
2 2n +2 
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218. 


219. 


220. 


222. 


223. 


224. 


225. 


229. 


х _ 1 — созх _ V3., х ,/|1-совх _ \2 
Mto a Carta т 
| 1— ES 
os eg 1+созх__7 geb ү cos 2 2 
2 2 5/2' 4 2 


" 10 - 742 
20 
| Х 
cos ~ = ЛИН 10 + 7V2, x _ 10-742 _ 
ii 2 У 20 '?4 “104742 
= 542 – 7 
1 
sec x = 4 > cos x = — 
3T 3T X 
“р <x<2T=> «y от 


1 — cosx 


fog) = Ni=cos2x . jl=c082x _ ЕК 
N1 + cos 2x 1 + cos 2x 


Im = R; p = т; 00 = xe R| х # — + кт 


"-— = -|- „> 


2 
1 + соз 4х 
f(x) = VI + cos 4x = 2. | === X2 - [cos 2х 
ЖЕ 
а 1 
{ба = = 1.22 
1-4 а. :- (=) 5 
2 2 
2. 
a 1 а _ З _ 2 үз 
cotg— = — EG sena = = 
22 1 + 2-8 
2 £ 
2 atb+c-atb-c atb+cta-b+o) _ 
a) у= 2 sen >=) cos[ SS — — 2 


= 2 беп b cos (а + с) 


- Бес 
=== 7|: cos | === 


b) у = 2 cos | 2 2 


) = 2 cos (a + b) cos b 
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C) y = [sen (а + 3r) + sen а] + [sen (а + 27) + sen (a + r)] = 


d) 


e) 


f) 


6. га + 3r. 3r . га + Зг | Lm 
= 2: sen — cos 2 + 2- sen — cos 2 
= 2: sen 28 7 З/ (сов5 + cos 3) = 4- зеп 23. cosr- cos 
2 2 2 2 
y = [cos (a + 3b) + cos a] + [cos (a + 2b) + cos (a + b)] = 
= 2. cos 28 * 36. соѕ 30 + 2. 49528 * 36. cos 2 = 
2 2 2 2 
m га + Зр. 3b ЕД in га + 3b. : b 
= 2.605 — 5 [cos 2 +cos >) 4 cos cosb cos 


y = (cos p + cos q)(cos p — cos q) 

ns Po. (259) -2. (29). (259)]- 
y 2- cos( 2 | вов 5 2-sen 2 sen 2 
= —sen (p + а): sen (p - q) 
у = (sen p + sen а)(зеп p — sen q) 

—2. —. (253). (29. (Р) = 
y=2 sen [ 2 cos 5 2 беп 5 cos 2 
= sen (p + q): sen (p — а) 

_ 1+ соѕ 2р 1-cos2q 1 


ур (005 2p + cos 20) = 
= cos (p + а): cos (p - а) 
у= 2 sen (a + b) cos (a — b) = —cotg (a — b) 


—2 sen (a + b) sen (a — b) 


т т а т а 
sen + sena 2se (+ 8) Cos = 2) 
те Гэ 
sen — — sena e 20 SN = = 
2 2 sen 2) 009 (+3) 
—Ñ Í (7 а). m a 
=e (+ а. cog (3 2 
рға 7т.р-4 т. _ _ Эт, 
2 8" 2 а Ренеа " 
- 1. Ju egest) d ӛт). —2 2 
у=-- (2 соз 8 cos z) — (cos т + cos =) 4 
p+q_ по р-а_ fm. От ideis 
2 12' 2 12 a 12 
у= —-5-(—2зеп Ez. зеп) = - 1. соз 28--с0545|--1 
2 12 12 2 3 2 4 
рға 5т.р-4 T. m _ T. 
2 o4" = а а" = -28 
= = (2 зеп cos т.) - 4 (sen + sen т). 2\7 
аж 24 24) 2 4 6) 4 
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233. (tg 81° + tg 9°) — (tg 63° + tg 27%) = 


_ sen 90° sen 90° = 
cos81º-cos9º cos 63° · cos 27? 


1 1 


= (cos 909 + cos 72?) E (cos 90°+ cos 36?) 


2 2 _ 2 (sen 54° — sen 18°) _ 


— веп 18° сеп 54° sen 18? - sen 54? 


.2:2-sen 18" · cos 36º 


sen 18? - sen 54? T 


235. f(X) = sen 2x + sen Е + 2x) = 2 sen (2х + =) · COS (-2) 


2 
10) = 12 sen [2x + ==); DA) = R; imt = [2,2], p = x 
TT 
sen [E + x) 
tg- зах cos -L.cosx sen[E+x 
226. = XE) -—À [Z + хјр=т 


gig sen (Ж - x) sen 2-3 


т 
COS — · COS X 


4 
237. [sen x — sen y| = [2 sen 2. cos | - 
zs bec. x-y]. х+у JE] бы 
|2| - [sen 5 | 2 5 |<121 5 | 1 


- 822 = Ix- у > Isen x — senyl = Ix- y 


238. а) teb(tga + їсс) + {5с: Ба = cotg (а + с): (ва + їсс) + tgc-tga = 
cos (a + с) sen(a + c) , sen c sena _ 


зеп(а + c) cosacosc  cosccosa 
- сов а со с - sen а senc + зеп с зепа , 


cos a cos с 
b) cos? а + cos? b + cos? c — 2 · sena: sen b : sen с = 
1 + соз 2а 1 + cos 2b 
=—— === + (1 — ѕеп2с) + (—2 + sena: ѕепр): ѕепс= 


2 2 
= 1 + cos (а + b) cos (a — b) + 1 — sen? c + [cos (а + b) — 
— cos (a — b)] sen с = 
= 2 + senc: cos (а — b) — sen? с + [sen с — cos (a — b)] sen c = 2 
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245. 
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sen ДА + sen 48 = —sen 4С = 

= 2 sen (2А + 2B): cos (2А — 28) = -2 sen 2С : cos 2C = 
= sen (360? — 20) · cos (2A — 2B) = —sen 2C: cos 2C = 

= cos (2A — 28) = cos 2С > 2А- 28 = 22 > 

ә(А=в+ с =-7 0u24- 2B=-20)>B=A+0=3 
А+В+С= п> С = т – (А + B) > ЗС = Зп – (ЗА + ЗВ) > 
> sen ЗС = —sen (ЗА + ЗВ), então: 

(sen ЗА + sen ЗВ) + sen ЗС = 0 > 


3(A+B) . 3(А – В) 3(A+B) . 3(A4 В) 


—2-:sen 5 :С08---2---- 2: sen, aə oP 
= 2 sen АВ. [cos ЗАСВ cos ЭА В) O = 
2 2 2 
нади ЗАВ ада ү. В. 
> 4 · sen 5 sen 2 sen 5 0- 
= sen АВ) — 0 оц sen ЗА = 0 ou sen SË = 0 > 


2-1. =" =. SE i 
>С = 3 ou A 3 ou B 3 (respectivamente) 
4 sen (x + 60º) - cos (x + 30°) = 

= 4 (sen x cos 60º + sen 60? cos x): (cos x cos 30? — sen x sen 30?) = 
= (sen x + УЗ cos x) · (УЗ cos x — sen x) = (УЗ cos x? — (sen x? = 
= 3cos? x – sen? x 


a) f(x) = sen 2x, Im(f) = [-1, 1], Df) = R,p = т 


b) f(x) = sen 2х + sen (2х + = = 2 sen (2х + = “ COS [- = = 


2 4 
= N2 sen (2x + i 
senu + сови = senu + sen(-- и) -2-cos(u – - 2cosv(1) 


Y2-senu-cosu = 1342-9854. эте. 142 LLO 
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i 331 | 
20 (+22) = 18,66; 


1 + cos 30? z 


247. n < 20 · cos? 15 = 20. 2 


етаоп = 18 


248. f(X) = cos 2x + sen 2x = sen Е + 2x) + sen 2x= N2 sen E + 2x) 
Im(f) = [-N2, 2] 


AUD — Identidades 


253. а) f(x) = (cos? x + sen? x)? = 1 = g(x) 


sen x COS X sen x COS X 
b) f(x) = ——— + —— = —— + ——= 
cossec x sec x 1 1 
sen x COS x 


= sen? x + cos? х = 1 = g(x) 


senx | cosx _ sen? х + cos? x _ 


254. f(x) = tg x + cotg x = 
cosx  Senx Sen x cos x 
= 1... z 
= —— . —= = sec x : cossec x = g(x) 
cosx senx 


255. f(x) = ¡Sen + Sexy E COS “| — sen x) = 
cosx  senx/icos x sen x 
= Ек х + cos? УЕ — cos? Ян - sen? х = 
sen x cos x Cos x sen x 
_ sen?x-cos2x  , . 
= senix вов? х —. BR) 
1 1 _ ѕеп2х + соз?х 1 1 


256. f(x) 


=—== + 
cos2x  sen?x  cos?x-sen?x соѕ2х sen?x 
= sec? x: cossec? x = g(x) 


_ O0tg?x соғ 1 Duo 
mh. OS соѕѕес2 х  sen?x sen?x “OS X 800) 
= 2 2 
258. fo) = (sen x — cos x)(sen* х + cos“ x + sen x cos x) = 1 + senxcos x = gx) 


sen x — COS х 


259. f(x) = 1 + cotg? x + tg? x = sec? x + cotg? x = g(x) 


260. %)- 2 еп хаг x cos хашаан Ч - 
COS X sen x 


= x (cos x + 2| ES X (sen x + 2| Е 
COS X sen x 


= 2 
= 2(соѕ х + 1)(sen x + 1) = h(x) 
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g(x) = (1 + sen x + cos x)? = 
= 1 + sen2 x + cos2 x + 2 sen x cos x + 2 sen x + 2 cos x = 
= 2(1 + sen x + cos x + sen x cos x) = 2(1 + sen x)(1 + cos x) = h(x) 


261. х) = 1 + 2 cotgx + cotg? x + 1 — 2 cotg x + cotg? x = 2 + 2cotg? x = 
= 2(1 + cotg? x) = 2 cossec? x = g(x) 


NLIS _ pu р bi 

pee T (1- sen? x)? (сов?х © x= 80) 
263. f(x) – g(x) = cotg?x —2cotgx: cos x + cos? x + 1— 2: sen x + sen? x — 

— 1 + 2 : cossec x — cossec? x = 

--2. COS X tos x — 2: senx +2- е 

sen x sen x 
_ —2 : cos? x — 2: sen?x+2 6 
sen x 


MUR. SPEC E y sms 


_ cos? y — cos? x= sen? x + sen? y 
(sen x — sen y)(cos y — cos x) 


COS X 
cos x + 
sen x _ (sen x : cos X + cos X): cos x 
265. f(x) = о == 
sen x 1 sen x (sen x + 1) 


COSX | со5х 
_ cos? x (sen x + 1) 


sen x (sen x + 1) = RIEK OENE ER 


266 fx) = sen? x — cos? у + cos?xcos?y _ ѕеп2 х — cos? у (1 — cos? х) _ 
cos? x: cos? y cos? x · cos? y 
_ sen? x (1 — cos? y) 


cos? x · cos? y K x y- elo) 


267. | р(х) = cossec? x — 2 · cossec x · cotg x + со? x = 
_ 1 , 2со5х , cos2x _ 
зеп?х  sen?x  sen?x 
- 2 Е 2 
_ (1 — cos x)“ _ (1 — cos x) - f(x) 


совх | созу 
268. fo) = senx _ зепу _ 
senx , seny 
COSX созу 
_ (cos x: sen y + созу: sen x) (cos x · cos у) 


sen x : sen y (sen х> cos y + sen y · cos x) 
= cotg x : cotg y = g(x) 
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269. 


270. 


271. 


273. 


275. 


276. 


278. 


f(x) = sec? х · sec? y + 2: sec x: весу-ірх-іру--ір2х-ір?у- 

= (1 + tg? х)(1 + tg? y) + 2: sec x: sec y : tg x : tg y + tg? x tg? y = 
= 1 + tg? x + tg? y + tg? x- tg2y + 2. весх · sec y «tg x- tg y + tg2x- tg? y = 
= 1 + tg? y (1 + tg? х) +2. secx: sec y · tgx- tg y + tg? x (1 + tg? y) = 
= 1 + tg? y · sec? x + 2 : sec x · sec y- tgx- tg y + tg? х · sec? у = g(x) 


sec x + tg x sec x + tg x 


f(x) = (cossec? x — cotg? x)(cossec^ x + cossec? x cotg? x + cotg^ x) = 
= (1 + cotg? x — cotg? Х)[(1 + cotg? x)? + cossec?x- cotg?x + cotg^x] = 
= 1 + 2 cotg? х + 2 cotg^ x + cossec? x · cotg? x = 

= 1 + 2 cotg? x (1 + cotg? x) + cossec? x · cotg? x = 

= 1 + 3 сор? x - cossec? х = g(x) 


tg 45? + tg x |= E х + sen d 
1 — tg 45? tg x cos X — sen x 


= g(x) 


f(x) = tg? (45º + x) = | 


_ 1+ 2 sen x cos x 
1 — 2 sen x cos x 

т TF 

58<-->0,7 < зепа < 1; 0 < соѕа < 0,71 

т TF 


—т<0< 5 50,7 < sen b < 1; 0 < соѕр < 0,71 


sen (а + b) — sena - -Æ sen b = 
= sena (cos b — 1) + sen b (cos a — 0,8) < 0 > 
= sen (а + b) < sen a + -Æ sen b 

T 4 т |“ 
100 = | sen A + sen (2-4) = [V2 cos (6-2) - 
= 4 cos! (А - ==) = вод 


BEC cos 22 gentis = 
2 2 2 2 


= А B-C A А _ 
= 2 с05 — · cos - 2 sen > ` cos >. = 


B-C в+ <] 


а) sen B + зеп С — sen А = 2 sen 


2 — COS 2 


[соз 


É sen E sen БЭ! = 4 cos А ѕеп B sen © 
2 2 2 2 
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cos B + cos C — cos À 


= 20058 + © сов B — C — (1 — 2 sen? +) = 

2 2 2 

2 А((058:0 AY. 

= 1 + 2 sen À (cos + sen >) 

= —1 + 2 sen À (cos Ë © + cos B + €) — 
2 2 

БҮР А B. -01|- 

- 1 + 2 sen — |2 cos 8 cos | x 

E ua B TM o ea A: 

=-1 4 cos ^ cos -5 sen ^ 


cos 2А + cos 2B + cos 2С = 2 соѕ2А — 1 + 2 cos (B + C): cos (B — С) = 
= 2 cos2 A — 1 + 2(—cos A) cos (B — C) = 

= —1 + 2 cos A [cos А- cos (B — C)] = 

= —1 — 2 cos А [cos (B + C) + cos (B — C)] = 

= —1 — 2 cos А (2 cos B cos С) = -1- 4 cos A cos B cos С 


sen? A + sen? B + sen? С = 
= 1 —cos 2А | 1 — cos 2В | 1 — cos 2С _ 
2 2 2 

= 31 1 1 1 005 A 008 B 005  — 2/1 + cos A cos B cos С) 
А-В-С-т-А-В-т- С; 
cotg (A + B) = cotg (т — C) = —cotg C => 0018 A- cot£ B ^ 1. 

4 Е(т ) ё cotg A + cotg B 
= —cotg C => cot£ А. cotg B — 1 = —cotgA- cotg C — cotg B: cotgC = 
——— — — — 

{А-В  tgB-tgC  tgC- tgA 


Ка) = sen4a = 2 sen 2a- cos 2a = А зепа · cosa(cos?a — sen? a) = 
4 sen а · cos? a — 4 ser? а · cos a = g(a) 

Қа) = cos 4а = 2 cos? 2а – 1 = 2(2 cos? a — 1)2 – 1 = 

8 cos^a – 8 cos? а + 1 = g(a) 


_ 2 tga _ O. | 1 _ 
fa) = Iig 2a CEA ao 
-4 tga, _ a 
1-ір2а 1 (2 шар 
1-182а 
4-tga (1 = tg? a)? _ 4-і6а-4-%?а 
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280. Prova pelo princípio da indução finita. 
Para n = 1, Sen 2a _ 2senacosa. cosa. 
2sena 2sena 
Admitindo para n — k: | 
cos а · cos 2а: ... · cos (2-1: а) = 391 (2—4) 
2%. sena 
Provemos que vale para n = К + 1: 
1 · cos a- cos 2а · ... · cos (2671. a). cos (25 - a) = 
H.I. 
_ sen (2* а) ка 1: ѕеп [2 · (2К.а)] | sen(2**1- a) 
|» К. зепа cas (2*« a) = 2-2. sena _ 2Ж+Т. sena 
281. а) cotg ЖЕ, ы cotg а = 1 бк ЖЕ 
2 
— 192 A 20 
EE E. tg 2 = » 
о a a 
Es 2g 2-8 
2,07 
SE MEN EE S 
to A : Ex A sena 
2 t£ 5 2. зеп > соз > 
1 1 1 1 
+ + E + — 
sena  sen2a send4a sen (2" - a) 


- (е 8. — cotg a + (cotg a — сою а) +... + 
+ (соја 2^ - га — соја 2" - Та) + (со 2^ La — со 2"а) = 
— cotg = - cotg 2^a 


282. cos? x + sen? + 2 sen x cos х + k sen x cos x — 1 = 0 > 
= sen x cos x (2 + К = 052 + к= 0 > к= -2 


285. — = sen x 
sen x sen x 
— (—cos x) 
COS X 
sen x (—cotg xX) _ СО Х io 
b) —tg x (—sen x) tg x соё Хх 
o) =secx(-cotgx) _ senx _ -tgx 
cossec x (—cotg x) COS X 
d) —cos x + cos x + cotg x = cotg x 
286. 1 — зепх · зепх = 1 — sen? x = cos? x 
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289. 
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(csenx:(ctÉX __4 _ — = —1- tg? x = —sec2 x 
—COS X cost x 


-1+ 


a? — (a b)? : (71) + 2ab b? _, 
о 
у = —cos x + 2 


Im(f) = [1,3]; р = 2m, Df) = К 


29 
1 
1 
1 
1 
П 
1 
1 
1 
1 
П 
1 
1 
[ 
1 
1 

S me ese 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


АҺ---4---- 


N| 
кю 


о Ли кор. — Equações 


293. 


295. 


296. 


297. 


зеп2х = {= 442 — 11t+6=0=t=20ut 3 . sen? x = 2nãoserve: 


4 , 
КЕ 


3 T 

2: y == = + = +. 
sen“ x = sen x = + = X= + + Кт 

4 2 3 


а) 5х = Зх + 2Кт > x = Кт 


оџ 
2 _ по Кт 
5х = п — 3x + 2Кт = Х а" 4 
b) Зх = 2х + ОКт->х- 2Кп 
ou 
Зх = т — 2x + 2km — x = — + 2К-— 


sen x < 0 > 2 · sen x: (—sen x) + 3 : sen x = 2 > 
= Ах е В|2 sen x |sen x| + 3senx- 2 = 0 


зеп х > 0 = senx- 1220 + 3t- 2-05 t- -out= -2; 


sen x = —2 não serve; sen x = = => x = T 2km oux = 57 + 2km 
sen (x + у) = sen 0 > 2” _ T ЕП. m КЕ 
х-у=т] аза” 2 2 
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302. 


303. 


304. 


305. 


306. 


310. 


а) 3x = x + 2Кт = x = Кт ou Зх = -x + 2ka = x = E 
=х+ т um E d 
b) 5х=х+ + 2kr >x = 5 + 1 04 5х = -X- > + 2k = 
-TK 
тива 
a) (вепх + соѕх)(ѕесх-+ cossecx) = А=>(вепх + cos 560 + cos x X F cos x) =4 
COS X sen x 


sen? x + 2 sen x cos x + cos? x 
— — r = 4 => sen 2x = 1 = 


cos x sen x 
т TF 

= 2x = — + 2kr > x= — +k 
2 TF 4 T 


b) sen x = cos y => cos? x = sen? y = cos x= tsen y 
Notemos que cos x = —sen y => sec x = —cossec у > 
= (sen x + cos x)(sec x + cossec у) = 0 + 4; 
entáo só interessa a hipótese cos x = sen y. 
Temos: 
(sen x + cos y)(sec x + cossec y) = 4 = 


= (sen x + sen x)(sec x + sec x) = 4 tgx- 15 x T kar 


e dal y = 7-4 Кт. 


sen? х = у => уз + y? + y = 3 = (у- 1)(у2 + 2y + 3)=0>2y= 1 


зеп х = +1 9 х= > + kr х = (2k + 1) 


2 sen — cos x = V2 => cos x = 1 > x = 2km 


X + y = T = X = т — y = sen x = sen y 
sen x + sen y = 105.0 t? = 2 sen x = 2 log, t = sen x = log, t 
—1 < 105.01 = 1 = O0,1=<t=< 10 


а) 1 + tg? х- 2tgx= 0 вх=15 2 - 2+1=051=1 
х= La x= + Кт 


b) cossec? x = 1 — cotg x => 1 + cotg?x = 1 — cotg x > 
= cotg? x = cotg x = 0 = со x = 0 ou cotg x = —1 > 


= т _ Эт 
= x= 2 + km ou x = 4 + Кт 


с) sen 2x: cos [x + E] сов 2x sen [x + E -0- 
T т TF 
= sen |2x – |x + — ЕЕЗ ЕТЕ 
| | 4 ! 4 gs 
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312. 


313. 


314. 


316. 
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d) 1 + sen 2x — tgx— tgx зеп 2x = 1 + tgx = sen 2х = C 
2tgx _ 2tgx 2 _ Е 
a... 1... +tgx= +1) = 
1 +g x 1-tgx 8X tg x = 0=tgx(tgx+ 1) = 0 > 
3m 


>tgx=0=5x=kmouigx=-15x= + km 


é 2. 18x 2х = — ЕЕЕ; 
НЕ = = = — + 
Бэ тезу 12 x= 1>tgx= +1—x==+ Кт 
аш 


tg? 2 р-1-46-20-51--520-5 


tex=1= x= + Кт ou 


4 
52-22 S 


T 2m 
2 3 


+ 2km oux = ==“ + 2km; 


então as raízes positivas são m 5т 3434 E zu ат, 5т вий 
4' 4 3'3'3'3 


а- T (a menor delas). Temos: 
tan coan se Toco Td — qo d 
sen^ a — cos“ a = sen 4 cos 4 2 2 2 
А = 4{г2а + deta x = 2488 = аваа... sena £ 1 
2 cos а 
а) зеп х + зеп [E — х) = —1 = 42 соз [x – №) = -1> 
> сов [x F) = 2.5 [oos (x- Т) = cos 3" > 
4 2 4 
=> х= т + 2кт ou cos [x — T) = cos ŠT — x = SE + 2кт| 
4 4 2 
т 
4 sen — 
b) sen x – == cos x = —1 > sen x — -cos x= 1 = 
ҮЗ cos — 
6 
> sen (x – =) = 18 
6 2 
цал 4т _ Зт 
=> [sen (x - E) = sen 3 = x= 2 + 2Кт ou 
т\_ om — 117 
sen (х =) = sen 3 = x “Б. + ска 
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318. 


319. 


321. 


323. 


u+v=1(1) 
u? + v? = 1 (2) 
> u? + (1 — u)2 = 1 > 202 – 20 = 0. 


а) sen 4x = ue cosx =v, | , (1) em (2) > 


Entáo: u = О еу = 1 = sen 4х = Ое cos 4х = 15 x = E 
ouu = 1 e v = 0 = sen 4х = 1 e cos 4x = 0 =x = T+ E 
b) sen x = O e cos x = +1 = x = Кт 
sen x= *1ecosx- 0 = x= + + Кт 
E Е ut+v=1(1) 
sen 2х = u e cos 2x We rec Ср" ет = 
= u? + (1 — u}? = 1 > 202 – 2u = 0. 
Então: u = O e v = 1 => sen 2х = О cos 2х = 1 = x = km 
ou u = 1 e v = 0 = sen 2х = 1 e cos 2х = 0 > x = - + Кт 
а) sexi um a 1 ла ар 2 = m= 
1+2 1+ 1-1 1+12 
> t(-2mt—- 2m — 2) = 0 > t = 0 ou —2mt — 2m — 2 = 0 > 
m = 0 > 0 : cos x — sen x = 0, 3x, Vm ER. 
b) РЕНЕ NN: da 2 Lei me 
1+2 1-0 1-0 1+0 


—(-m-1)?-2t-1—m-202A-2-4m?^-*82025 


т + nx _ 


a) 2sen іш T x “Соз — = 0. Então: sen Í 02 
2 2 2 
2кт 
= x= 
m+n 
ou cos V? E E mood 2Кт 
п-п m-n 
b) 2 cos 8X T DX; сое XBX O Então: cos (a ОК = 0 = 
2 2 2 
sx- 4 2Кт 
a+b a+b 
( Ю)х _ ЖЭ, 2Кт 
OU COS 2 O > x реу 
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327. 
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т Е 3x m Хүү 
C) sen 2x sen |1. х|-0-2 веп [$ =) cos (+ + 0 
Então: 
3x т) _ _ п | 2 Х тү. 
сел (36 - T]-05x- T+ 28 ou cos [№ + | 0- 
Зт 


а) 2 sen Зх · cos 2х — 2 sen Зх = 0 = 2 sen 3x (cos 2x — 1) = 0. 


Então: sen Зх = 0 => x = “=” ou cos 2x = 1 => x = Кт. 


b) 2 cos (2х + а) cos (x + a) + cos (2х + а) = 0 > 
= cos (2х + а)[2 cos (x + a) + 1] = O. Então: cos (2х + а) = 0 > 


=m ак 
а. | , 
ои 2 соз (x + a) + 1 = 0 = соз (x+ а) = - = х= A - a + 2кт 
оих= 27 — a + 2km 


с) 2 sen 4х · cos Зх – 2 беп 4х · sen (-х = 0 > 
= 2 беп 4х (cos Зх + sen x) = О = 


= 2 sen 4x [сов 3x + cos (T - х= 0 = 


2 
=> 4 sen Ax cos [x + T) - cos [2x — T)-0 
Então: 
sen 4х = 0 = x = КТ ou cos (x + T) = 0 > 
_ т EEG -_ 37, Кт 
=> x = E + кт ou cos (2x = 0= x 8 5 


1 + cos (2x + 2а) 1 + cos (2x — 2a) 
ши жоқтан КЕШЕ: жокта 
= cos (2х + 2a) + cos (2х — 2a) = 0 = 2 cos (2x): cos (2а) = 0 => 


uj 


->сов(2)-0-х-4-% кт oux = SE + Ктт (supondo cos 2a = О) 


(sen Зх - sen x) + (cos 2x — cos 0) = 0 > 

= 2. sen x- cos 2х – 2 · sen? x = 02 2 · sen x- (cos 2х — sen x)= 0 
Então: 

sen x = 0 > х = Кт ои 

cos 2x = sen x => cos 2х = cos (7- - х) 2x = +> х)+ 2кт = 
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т. У2 а 2m 5т 
328. 2-зелх:с05----2--> зепх = 2 = x 6 + 2kmoux- 6 + 2Кт 


329. а) Substituindo x = 2теу- > na equacáo (1): 


TT 
sen (2m + 3.) + sen (2x i- 1-152. 


р) 2-senx:cosy = 2 sen x: cos y = 1 (А) 
зепх + cos y = 2 ог ЖАУЫНА Ву) 
= бел2х- 2 зепх + 1 = 0 
Então: 
sen x = 1 (C) = x = — + 2km, (C) em (A) > cosy = 1 = y = 2km 
330. (cos x + 1)(ѕепх + 1) = O. Então: cos x + 1 = О = x = m + 2Кт ou 
senx+1=0= x= 57 + 2кт 
333. а) (cos? x + sen? х)? — 2 · sen? x cos? x = 2-5 
5 1 5 
"P 222 2x= 2 = 227 = 2 
= 1 — 2: sen^ x · cos“ х g^1 > Sen 2x g^ 
= sen? 2x = — 
Então: sen 2x = 28 э = + тош а kr; 
-v3 2т Бат 
sen 2x = —— => X = – + ku ou x = — + Кт 
b) (cos? x + sen? х|сов9 x — cos? x sen? x + sent x) = <= 


> (senf x + cos? x) — sen? x: cos? x = $^ 
zd sen ox| c «ари бес 49 .sen22x = 2 
= (1 2 sen? 2х 2 sen? 2х 8 = 1 4 sen” 2х 8 


Então: sen 2х = Bots кт ou x= 27 + kar ou 


-42 Бт _ Tm 
sen 2х = 72. x= = + Кт T ou X = -g- + Кт 
je веток, Então: sen 2x = 1 x=“ + km 
2 2' 4 
Quse ох етет, 
| ЇЕ 
НЕ И T -T 
d) 1 4 sen? x 16" Entáo: sen x t = x 3 + km ou 
x= 27 + ka 
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е) (sen x + cos х)(ѕеп2 x + cos? x — sen x : cos х) = 1 = 


> (sen x + cos х)(1 — sen x: cos x) = 1. Fazendo sen x + cos x = у, 
узел 

2 
} = 15 (у- DAy+2)=0= 


temos (sen x + cos x? = y? e daf: sen x · cos x = 


у?—1 
2 


A equação fica y · (1 — 


= у = 1 ou y = -2 пао serve, pois – 2 = y = 42: entào 
sen x + cos x = 1 => 


т\_ _ my. N2 
= 42 cos [x i-i cos (x т) 2 => 
= x = > + 2Кт ou x = 2km 

о кор — Inequações 
335. sen x = 0 = x = кпои x = + 2Кт 
S = хе 2 x < + + 2km) 
336. sen х = 12 => x = 45 + окт ou x = ЭЛ + 2km 


зен акт = x= 57 2а) 
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337. IRSE, лала RC apa 
2 4 4 
= 6 zd _ Шт 
sen x = P > X = 6 1 2km ou x ^6. + Кт 
S = fx € R | 2km «x < T+ 2km ou SE + 2km < x < TE + ска 
ou ЖЕ” + 2km = x < 2т + кит 


339. sen x = — = х=- + 2Кт оџ x= SE + 2кт 
sen x = -— = x= TE + 2km оџ x= ЖЕТ + кт 
[sen x| < — ә-- < sen x = — 
S = fk ER | 2km = х = -E + 2km ou ŠE 2n = x = TE + 2 
ou ÍT + кт = x < 2т + 2h] 
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42 42 42 


340. Isen x| > > e sen x > — ои sen x < --2- 


42 T 37 
ANS m x= ет 2Кт ou x = — + 2km 
42 5m 


ПИ. ТЕН m _ Тт 
ѕеп х = y X= д | 2kwoux д +2km 


8-|хєв + 2кт <x< ЭТ + 2кт ou Эт + кт <x< LE + кт] 


342. a) 2senx- 1» 0 = sen x > — 


_ 1 _ т -5т 
sen x = -5 > x = Ç + 2k ou x 6 + 2Кт 
S= fk ER |E + 2кт < x< ŠE ска 


b) 2-log, (2 · sen x — 1) = log, (3 · sen? x - 4- sen x + 222 
=> log, (2: sen x — 1)? = log, (3 · sen? x — 4: sen x + 2) = 
= (2 · sen x — 1? = (3: sen? x — 4: sen x + 2) => 
= sen? х = 1 => sen x = +1 


Só convém sen x = 1 (devido à parte a), então x = 2 + 2Кт. 
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о хе 27 — т 
344. COS X = > X= 3 + 2Кт оих = 3 + 2Кт 
S = fk ER | 2km = x < 2 + 2knou АТ + 2кт = < 2т + 2I] 


345. cos x= 12 => x= T+ 2km oux = IE + 2k 


S = fk ERIE 2кт < x TE + кт) 


346. cos x— 9х = + 2km ou х= 57 + 2кт 


Үз 5r 


x 


| 


+ 2km ou x = LT + 2km 


s- kenI тх SE 4 2ктош TE. 2кт < x< ŠE + т) 
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347. |соѕ x| < 3. Se er 
2 2 2 
_ УЗ oq -111т 
cos x = -7 > X = y t 2kr ou x = =o + 2km 
— үз _ бт _ Tm 
cos x= Sao дека 2Кт ou x = — + 2Кт 


= ke RI + 2кт <х< SE + 20 + 2km <x c + 2km 


348. [cos x| > = impossível, pois —1 = cos x 1; S = Ø 
3 КЕ КЕ 
2 Des 2 eM ==, 
350. cos х< де 7 < Cos x < 2 
5-|кей| 1 + 2кт <x < ŠE + 2ктой TE + кп <x < "+ ки 
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351. 2 cos? x — 1 — cos x = 0 & cos x = —-у- ou cos x = 1 


S = fk E R [FF + тх < E + 2ктоих = 2i] 


353. 


Fazendo x — = = y, temos: 
+ 2кют < y < + окт 
4 47754 | 
„ Т T Тт 
Е Тэ) 0 натр 
então 4 + 2Кт < x 2 4 + 2Кт 
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359. S = [k ER | 2km = x = т + 2km ou 


27 Бат 


Z + 2km < x < AT + 2km ou E + 2кт < x < 2w + 2а) 


360. tgx= —3outgx = V3 


Е Кт = х < + Кт ou 


T 2т 
хиа Tb oq Es 
2 + Кт хе ZE + кај 


361. C.E.tgx > 0 (А) 
log у = log а'°®'ё* = О = log а'°®®* > log 1 = log а!% х = log a? = 


> ар £x > al > log tg x < О => log tg x < log 1 > tg x < 1 (B) 
De (Ај е (В) 0 <tg x= 1 


E т 5m 
5 = хев|о<х= дб т < x< т. 
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07151101 09419 — Funções circulares inversas 


363. а) a = arc sen 0 & sen a = 0e -5 а= 0-0 
ҮЗ ҮЗ т т т 
— === = — e — — < а < —= == 
b) a arc sen —- <> sen a 2 £ y Sa 279 3 
z ES Bod Шоу 
с) «= aro sen | L) = sena 2€ 2-93-74 6 
= = NE LU = E 
d а = arc sen 1 & зепа = 1e y жо 279 2 
e) а = arcsen(-1) © sen a = -1e -5 Sa <5 >05 2 
- 22. 2.2 m m 
367. а) а = arc sen | £) = sen a = 37 75055 
= 1 -1 m a 
В = arc sen — = sen B = 7r, э ^В=-5 
tg? а – 245 tg? В 
Da Be. = š 2р- 
sen” а Та — 89 5 ; sen“ p T +B > 
_ V15 
8 45 (-6 +3 
tg a + і 51-6 + ҮЗ 
te (a + p)= | ES EB. _ 5 | 
tga-tgB 15 + 283 
b)a=aresen(-S)osena=-Se-TsasT 
cos а = VI — sen?a = É; sen 2a = 2. sen a cosa = -24 
= 12 =12 т T. 
c) B = arc sen = > sen В 132 9.5 MEE 
5 2035 
== ЯН 2 Mea = Зр ше же ERES 
соѕ В = \1 — sen? В 13: cos 3B 4 cos? B — Зсоѕ В 2197 
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368. 


370. 


372. 


373. 


374. 


376. 


ави абаа ae өш m LT 
2 9 "a 6 

inss ты Ea == E 
6 3 3 2 

а) В = ассов1->со5р-Ле0«<р«т-фр-0 

b) В = arc cos | => cos В = -е бе вето В = <= 

с) Васо оов бева 
2 2 4 

d) В = arc сов0-әсовВ-0е0<р<т-р-- 

е) В = arc cos (—1) => cos В = -1е0 <= В < т > В = т 

" 3 = 
В = arc cos -5 ->СОор----е0«ре«т 


sen В = V1 — cos? В = sen В = 


В = arc cos - => cos В = — e 0 < В < т; sen В = VI — cos? = 


arc sen x = А => sen А = x T 
|> sena = со5В В = F- А = arc cosx 


arc cos x = В > cos B = x 2 
3 3 
8) arc cos т = В > cos p= е0 = B =+ = 
= sen В = VI — cos? p = = 
айе sa aa qe oleo дез 
13 [улл А 
= sena = VI — costa = 12 
ве == sen cosa senses B = cS 
7 14 ii 24 
cU uz = Г е- 1 =в= т. ET, 
b) arc sen 55 В = sen В 25 Š 2 8 > => cos В 25 
12 12 5 
И = = == =< a < = 
arc cos -73 а => cosa 1,9994 т = sen а 13 
_ _ 323 
cos (B — a) = cos В · cos а + sen В sena = 555 
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с) аюсов(-3)-р-овр--Зео<р<т-зелр-<е 
_ senB 4 _ 2tgbp 24 
ЕВ cos B “Байсан 1-18 B 7 
эн БР 
д) arc сов ЂЕ = В = cos В = 5560 = B =+ = 


В. ј1+со5 Вр 4 
= соз 5 5 E 


а) cos (2 arc cos x) = 0 
arc cos х = В > cos В => хе Ог а <+ 


cos 2В = 0 => 2c? p- 1-05 20- 1 = 09 x- 12 
аа а 42 
b) 80-40) 0828 22-1 1 =х=техя + е 


В = arc cos V2 = cos В = V2, ЯВ pois —1 < cos В < 1, VBER 


агс 16 0 = а = t£ac0e- cac —a-0 


arctg УЗ = В = ШВ = 13е -5 <В< > B= 
arctg (-1) =а ә 8а = -1е-5 «ac >a- 
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4 T T 


382. actg(-S)=B=tgp="Se-T<p<T 


2 
E 1 НЭГ 
cos В = вов 


384. а) ас 2 =а>Фа=2е-^<а< — 


2 2 
агс 63 =В= ШВ = Зе <В < >> 


cos а = ме бабы 1 410 
a= J arte 5: 11306 Вв 10 
_ | а 245, _ | 3B _3v10 
sena = 13424) 5 ; sen В = Е ЕТ 


sen (a + B) = sen a- cos В + sen B cos a = 12 
т т 
b) arctg2-po5tgp-2e- «Bc 
LEE) 
5” 5 
1 1 T T 
EE =—e——=<y=<— 
arc t£ -5 y > tg y > e 2 үзээ 
_ УБ _ 245 
= sen y = — cos у = <= 


cos (B — y) = соз В соз y + sen B: sen = — 


с) аса = B= tgp= Te < <> 


2t 5 
24 _ ша ENS a 
d) arc tg — = B = tg B = 7 e 2 <В < 5 


cos В = нк МЕ 
ОВ ЕЕЕ” 25 


11753 
=4.cos3p- 3. СЕ 
cos ЗВ = 4 · cos? В — 3 · cos В 15625 
1 _ _ 1 T T T 
386. a) ami —poip-—6—«pe5-—0«ps- 
1. Т т т т só 
ac cd d ха E LA аз 
>0<B+a<w(A) у= — (B) 
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COMPLEMENTO PARA О PROFESSOR | MANUAL 


В + во РТ 
(В +a) тыр. ша - 1 YO 
De (А), (B) (С) > В + а = y. 
1 1 т т т 
b) асвеп----)р-эвбелВ----е---<р<---0<р<-- 
qp о Везепв=-е- 85 B< 
3 3 E еш 
= E zm =а = = 
шше; а => cosa ла“ о ОИ 
50 <В +а < т (А); y = (В) 
за. up Ec 1 _ 9 
sen“ В тв В 5:005 а Iggy. 3 
—_tgBttga а 
Вто) тив. ua tT EYO 
De (А), (B) (С) = В Та = y. 
с) arc соз 2. =a > cosa = 2 60«а«т-0«ас1 N 


12 12 T 
== = = == < p= <р<-- 
arc 05-15 В = cos В та Ре Sp sm В 2 


->О<а--р<т(А) 


amos E гү 50085522 8048) 


65 65 
sen а = VI — 6057 = E; sen В = VI — cos? B = Y 
cos (a + B) = cos a соз В — sen а зеп В = 28. = cos y (C) 
De (А), (B) (С) => а + B = y. 
d) aro еп 22 = а ssena = 256-7 о 7 0< a < 
arc веп 2 = В = seng- е <р< о<в< X ^ 
5 5 2. 5 2 2 
->О<а--р<т(А) 
3 _ E TES m 
arc tg = Y = 18 y = де y <У<- (В) 
22 a _ 24. 2р — g p _ 3 
sen” а T+tga Е9 ; sen В Тер EP 4 
24 3 
7 4 3 
tg (a - B) =—— z = Zz = tgy (0) 
1.24.3 4 
т 4 
De (A), (В) e (С)->а-В-ч. 
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387. 


388. 


2 _ -26-7 a л 
а) arc tg == e > о = 3 ° 2 Ses 5 тик 
->0<24<- 

o -12 m 
arc cos -73 —pBe»cosp-.eOspsmsS0«p«-- 
=> 0 < 2a + B < (А) 

2 

2--- 

Е 3 _ 12, u 1 = 82, 
VU) 5 COS 2a = 120 137 

3 тз 

ээ ЖЕГЕ ЖЕ 
зеп2а = 11 (51-43 

_ (129. 5. m 
зеп В = |1 GE = 5 (B) 

э же cn ag 
cos (2a + B) = 33 13 13 13 0 - cos y (C) 
De (А), (B) (С) > 2а + В = y 
b) Е 

4 4 mc T 6 
->0<34<- = 

11 _ -1 a 
arc cos — = В = cos В = 16 295В%<т->0<р< 2 
> 0 < 3a + В < т (А); y = 5 (B) 

_ 1 _ V15 _ 121 3715. 
COS а = 1 46 "4 Sene 1 256 “16 ' 

_ "sr 3/15 37/15 
cos за = 4 P) - 3415... 318 

ЕСЕ (5) 1 E 
sen 3a = 3 2 2 16" 208 (Sa + В) 

_ 3415 11 11 3415 2 
“qo 16 do do 99109 
De (А), (B) e (С) > За + B = y 
1+е\ _ 1 + ех T 
arc | )- = {ба 5 g < < 
К 1- ех т т 
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COMPLEMENTO PARA О PROFESSOR | MANUAL 


A а РЕ ЗИРЕ ТЕ 


а MS 
q 1-e 3 +e Зв 
4 


= 15 ех = 1->х-0,5-10) 


389. а = arc tg (7х - 1) ша = 7х - је –—— <а < 5 (А) 


В = arc sec (2х + 1) > sec В = 2х +" 1e 0 < p = m (В) 
а = В = tga = tg = 122 а = tg? В => tg? а = sec? В — 1 = 
> (7x — 1)? = (2х + 1)? – 1 > 45x? – 187 + 1 = 0 > 


_ 1 -Í nao sati TE "S 
= x = -z 0U x = zs (não satisfaz tg о tg B) х 3 
4 
390. а-асвеп( 2) > sen a = 
4 
В = acie (- 2) tg В 
3 
2 16 24 
соза 1 25 57 
4 
cos В = — 
жээ 


ее — Resolução de equações e inequações em intervalos 
determinados 


cm s A 
Р х= + 2km = x 18 + 253 
393. sen 3x = sen -д > ou 5 
ПЕРИ) = Әт шин 
Х-т 6 + 2km =x 18 + 253 
k= 0=x= +g 0UX 18:58 EAN E ou X ELS 


= (E 57 137 uz 
18' 18' 18” 18 
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395. 


397. 


398. 


400. 


401. 


402. 


408. 


3x = 2x + 2km =x = 2km ou Зх = т 2x + тох = T+ к” 
s=(0, 1,37, a] 
5’ 5” 
3x = 2x + 2km = x = 2km ou 3x = —2x + 2кт => x = EE 
E 2m 4m 
s = [0, T, а 


sen x: (4 ѕеп2х — 1) = 0. Então: зеп х = 0 = = Кт ou senx= ===> 


_ т zm =-1 
>x = 5 + 2kr ou = + 2Кт ou sen х > >? 


эх- E + 2кт ou x = -Æ + 2кт => 


т bm Тт 11т | 
ТА, 27 


э8= sm 6 


tex+—L =2>t82x-2tgx+1=0> 


tg x 
2 = gm Sm 
=12х= 1Х д AS ES 


Nsen? x = үсоѕ2 х => sen? x = cos? x => cos? x — sen? x = 0 > 
kar T T 


E ш. = ЫЙ E И. = 2315, 220, 
= cos 2х = О > 2x 2 T Кт Xx т a ?S ЕЕ 


- 4-2 
зепх+ seny = 2sen( T QT ENS кені =71= 


2 2 2 
т = Ava zc 
=> cos (E ј = созоә y = 2Кл = y 6 2Кт 
RW LE 
x+y=— >X 6 + 267 
= 7 куз 
2x = Ç + 2km = x 12 + Km 
а) соз 2x = cos — > ou ou 
т EN LESE 
2х = 61 2тәх 15 Кт 
8-15 11т 13т — 
127 12” 12” 12 
b) 2x = x + 2ker = = 2Кт ou 2x = —x + 2Кт = x = “=” 


T) cos Z -7 zm dq 
с) cos |х + E) = cos 5 x= T+ ka 5 E] 
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404. 


405. 


406. 


407. 


COMPLEMENTO PARA О PROFESSOR | MANUAL 


a) 3x = x + 2km = x = Кт ou 3x = —x + кт = x = E 
Ш T 3m 
5 = |0, Tm T, 2m] 
-yT -Tk — 
b) Эх = x + + 2km = x = 45 + > OU 5x X z t 2Кт > 
— x= q 
18 3 


s- HA 13т 197 бп 11т 177 23т 29m | 
127127 12” 12” 18” 18” 18” 18” 187 18 


cos? x — —5— = 1 = cos^x— cos? x — 2 = 0 = cos? x = 2 ou 


O 1? membro é a soma dos 10 termos da PG., сот а, = 1 e q = cos х; 


5 „ 1: со510х — 1 _ 2 ез А 
então sua soma ё CER О, e daí cos x = —1; a equação 


tem uma ünica solucao. 


8) eau tor tos- 2m Тт — 


р) 2х = x + kr = x = Кт = S = (0, т, 2т) 


= tg T -I -T Кт 
с) tg 3x = tg => 3x д "dex 19 T 3 = 
=> 5 = |. Sg, Зп, 131 177 zz 
12'12' 4' 12” 12” 12 


d) tg Зх = tg 2х > Зх = 2х + kr > x = Кт > 5 = (0, т, 27} 


e) 2x=x+ + Кт—х= = + Кт, тазх + A +- + кт, então S = Ø 


4 4" 2 
-= tg d -7 = T Кт 
f) tg 4x = t£ 7 = 4х 1 + Кт x те A > 
э8-15 Bw Эт 13т 17m 21т 25т 23 
16” 16” 16” 16” 16” 16” 16” 16 
8) 2х=х+ Ж + k= x= T + тә |1. Эт 
= tg E 2-2. = пок 
h) tg 2x = 18 3 > 2x а Кт Х 6 + > 
ой 
=g = 27 т. Кт 
tg2x=tg 3 = 2х = 3 + Кт = x z t 2 — 


=5= 21. (т, 5т т Әт эт 11) 
6737 67 3737 67 3” 6 
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408. 


409. 


410. 
411. 


a) 1+gx-2tgx=05tgx= 15x=T + ка =>5 = | Эт 


р) 1 = ѕеп2х – зепх: созх=> ѕеп2х + соѕ2х = sen?x — senx: cosx 
= cos х (sen x + cos х) = O 
Então: 


TT 
cosx=0>x=-5 + Кт ou sen x + cos x = 0 > sen x = —cos x= 


= tgx= 15x =. Кт = $ = | 


2 
| – cos 2x- sen (x + =) = 02 


т 
с) sen 2х · cos (o x Í 
= sen [x - (x 3| = 0 => sen (x - Z -0- 
T = = |7 7 
HAS SI Es А | 
d) 1+ sen2x-tgx —tgxsen2x = 1 + tgx=> sen 2x(1 — tgx) = 2tgx=> 
2tgx _ 2tgx 


+ = 0. ао: = 
14 tg x Lu ийн алан 1) = O. Entáo: tgx = 02 


= X = Кт ou 
ЭР? - 37 5-0 37. „ т 
t£x--12x 2 + Кт e daí S fo, д" T, 2m) 


sec x(3 sec x — 2) = 0 = sec x = 0 ou sec x = Le daí S = Ø 


2 


2sen?x = SEN X 
COS X 


-5 
I 


-cosx => ѕепх(2 зепх – 1) = 0. Então: sen x = 0— 


= x = кт ou sen x = -£ Ə— x = E + 2kr ou x = 27 = 2kr = 
2 6 6 
_ т bm 

5s-[o т, ŠE, т, 21] 

т T Кт _ + 
plara dac di АЖ 
р MILL E 

pr 


sen x = tg x > cos x = 1 > x = Хкп = Ях|0 < x «a = nenhum ponto 
1 + tg? x — tg x = 1 > tg x(tg x — 1) = 0 > tg x = 0 ou tg x = 1 > 


E -T -flo о 27 
= X = km ou x = д Кт S 0-1, п, Em] 
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412. 


413. 


414. 


COMPLEMENTO PARA О PROFESSOR | MANUAL 


= km aa 3m 
6x=2x+ Кт > x = e xelo d т, 


up 


т 


—— 


т 3T T 
х= РА х= > tg2x=>S= (о ај 


ҮЗ 


5 
а) (sen? x + cos? x)? — 2 sen? x cos? x = -8 > sen 2х = DE = 


=] zn _ 27 -5ST 
= (x= +ктоих= 3 + Ктоих = 3 + km oux 6 +кт)ә 


=5- [= т. 21, т, т т 5т ат 
6 3'3"0' 67373 6 
b) (sen? х + cos? x)(sen4 x — sen? х cos? х + cos? x) = -> = 
42 т Зт Бат 
= =: == == ал = — 
= sen 2x “230 а + kt OUX а | Кточх а m 
ou TE + кт) s= |1. Эт, т, Ir 9т 11т 13m E 
8'8'8'8'8 87-87 8 


с) sen? 2х = 15 зеп 2х = =1 => (х = E + Ктоих = SE + кт E 


4 
э8-1 83835532 
4' 47474 
3 „УЗ Ат 
2х=— = + pur. LUE 
d) sen^x д > Senx -2-0 3 + 2Ктоих 3 + 2Кт ou 
= 2m =- 5T -[* 2п Ат Sm 
Х- 3 + 2Кт оих = 3 + кт) ә$ É 37737 23 


е) (sen x + cos х)(зеп? x — sen x · cos + cos? x) = 1 = 


> (sen x + cos x)(1 — sen x : cos x) = 1; fazendo sen x + cos x = y 


2. 2. 
esen x: cosx = - лет у (4 - 54) - 15 


—y-10uy- -2 (nào serve, pois -У2 < y < 2) 


зеп х cosx = 1 = сов (х т) = 1 => eos (x - | = 2> 


= (x= T+ 2km oux = 2кт) => S = (0, 7, 28] 
2х = x+ 2Кт = x = 2Кт оц 2x = т — x + 2m x= - + ERES, 
т 5r 
= $ = 0, => TG = quatro soluções 
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415. 


416. 


417. 


418. 


419. 


420. 


3 sen? x 


cos? x COS X 


= 3 (1 — cos? x) + 5 cos? x — 7 cos x = 02 
526052х – 7 cosx + 3 = 0 => [созх = 3impossível оисовх = = = 


= (x= + 2km oux= -5+ жт) = s = | T 5) 


3 3 ea 
u u 3m _ 3 
Sen пх = —COS TX => беп пх = sen 2 TX эх=л+кә 
2253: 7 
э8-142| 


1 + tg? x = tgx + 1 > tgx (єх – 1) = 0 > (tg x = 0 ou tg x = 1) > 
2 = Л -lo T „ 27 
= [x = кт ou x = + кт) ә 5 fo, $ a, T, 27] 


а) 2 (1 — cos? x) — 3 cos x – 3 = 0 = 2 cos? x + 3 cos x + 1 = 0> 


(eos x= => | 

= cos x = — -5 Ou cos x = -1 > 
_ 2m _ Ат u 

= x = 3 + 2km ou x = -z> + 2km ou x = m + 2km = 
_ [2m Дт 

> s= (Em tn 


b) cos? x – 2 cos x + 1 = 0 = cos x = 1 > x = 2kr > $ = (0, 2m) 


с) 2cos?x-d Btosx- 3205 cos = —= 


2 
-2 --1 a [E em 
= [x = 1 + 2km ou x = т + 2km) =S ES 
d) 4 cos2 x 8 cos x + 3 = 0 > cos x = -7 > 
=> --3 = [n 5m 
= (х= T+ 2km ou x = = +2km) 5 ES 
1 T Бат 27 
= = = = = = IL 
Cos x == [x 3 + 2km OU x 3 1 2km ou x 3 + 2Кт 
SEE _ [z 2m Ат Sr 
oux= T+ скије 8 = [фр |9 
_ т+2т+ Ат + 5Эт _ 
= soma = ——— = Ат 


2соѕ2х + 3 (1 – соѕ2х) – 5 – Зсоѕх = 0 => cos? x + 3cosx- 2202 
= cos x = —1 = x = т + 2Кт = $ = (m) = uma solução 
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421. 


422. 


423. 


424. 


425. 


COMPLEMENTO PARA О PROFESSOR | MANUAL 


a) sen (x + у) + sen (x — y) = sen SE + sen ($7) = –1=0#2 


” | senxcosy=1 (A) 


sen x + cos y = 2| “senx+cosy=2 (а) | (A) em (B) = 


= зеп? x – 2 sen x + 1 = 0 => sen x = 1 (C) = x = 5 + 2km 


(С) em (А) > cos y = 1 > y = 2km 


өнөө [Боје (5 2) 


2. 1 (А) 


sen a + sen b = 1 (В) (А) ет (В) => sen b — cos b = 0 = 


> sen[b-T]-05b-T+ кт = b= (С) 


4 4 4 
(C) em (A) = sen a = 22 > а = aro sen 272 
_ 2-412 m 
S |(аго sen 5 тү 
1º caso: senx = 0 
|sen x| = sen x => 2 sen? x + sen x - 1 = 0 = sen x = +> 
_ т -5т 
= x= T 2k ou x = 6 + 2Кт 
2% caso: senx « O 
|sen x| = sen x => 2 sen? x — senx- 1 = 0S sen x = – = > 
— x= + 2km ou x= 11" 4 2km 
6 6 
zo: 5 = |Z 37 /m 11m 
Então: $ = |Z G'6' 6 | 
1 т Бат 2m 
=== ER = == = — 
COS x -4-0 3 + 2km ou x 3 + 2Кт ou x 3 + 2Кт 
UT _јт 27 5 
Ou X = 3 +2kn) > S 5 T = a soma é т 


log 2 sen? x = 0 = 2 sen? x = 1 => sen x= +12 > 


а _3т _5т _1т 
=(х= А + 2km Ou x 4 + 2Кпоих 4 + 2km oux 7 +2ка | => 


T = 


as 
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426. ѕепх = у > 2у2 – 5у+ 2 = 0 > y = 2 пао serve ou y = >> 
_ 1 -T _ 5т 
= зепх = 2 > (x = 6 + 2Кт оих = 6 +2kn)= 
=s= (4 Sa) > a soma é л 
67 6 
428. 2x- to cost = 13 
кт == Іт + 2k 
т 117 
т 117 1371 231 
S хєй|- =х = E ou 38 E 
2 1. 
429. 4х = t= 0051 > —-- 
2m 4т 
2кт = t < = + 2Кт ou —- + 2km < t < 2m + 2km 
kar T kar т Ктт т kar 
ЕЗ таны сатты РР 
k-(,1255s-bkenlosx« Го «x < 27 ou 
6 3 3 
5r Тт Дт 5r 117 
Sa <x тои EE < x < 2т| 
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COMPLEMENTO PARA О PROFESSOR | MANUAL 


2 = 
431. cos x = y => УС. 


>05 1 <у< шу>і 


1 А 2 
—1 < cos x < > ou cos x > 1 impossível 


3= хеј <х<т) 


= 2 
432. 1 — 2 sen ашсан E 
1 — 2 sen“ x 


2 sen? x + sen x 

Es = 

1 — 2 sen^x О, зепх = у = 

s2 +y V2 1 E 


= --т-<ук--- =у< — 
1- 22 0- 2 y > OU 0 y > > 


5 -senx=-Louo<senx< 12. 


эЗ-|ХЄВ|0«хє този < x=) 
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3 


433. 2982 < 27 => соз 2x = $ 2x = t> cos t < $= 
T Бат т 5r 
= > + 2k < t < = + 2Кт — — + Кт < x < + кт = 
= Жош <= 
->5 кені х= 


435. 2х = 1 ѕепі> m+ 2кт < t < ŠE + ока = 


п Бат 
= 15 + km X 12 7 Кт 


= т 5т 13т 17т 
5 = хей <х < 51 ои To <х < | 


436. 3х = to sente E > 


=> [кт = t < T+ 2кт ou 27 + 2km < t< 2т + 2km) > 


3 3 
2Кт T 2Кт 27 | 2Кт 27 , 2Кт 
(267 хет. Это Za Lm, 205)» 
E т 27 Тт ӛт 13т 
э8-|ЄВ0«хє а 005 SX S ОШ е cO 
EE аот) 
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437. 


438. 


439. 


440. 


COMPLEMENTO PARA О PROFESSOR | MANUAL 


1 1 1 1 
Gen <= = = < < = 
1 2 sen 2x 2 = 2 sent < 1,1 = 2x, 
T pasis gu kd sec Тв: 
6 6 | 2 15 12 | 
х+ + те 
5r T 13тг 177 5r 
-э5- MER | «хо Gor To ЭТ < x< HE a Эт 
2 со ша 2 = = 2 
4 sen* x 1.9.44 COS” X) 1.943 4 cos Хз йы 
COS X COS X COS X 


> (cos x = — оо < cos x = 3] > 


5m Тт T T 3m 117 
AS itt 


=1=sen2x=+1>-1-2=sen2x- 2< 1- 2 => зеп2х – 2 < O(A) 


sen 2х – 2 


(A) 
=== 2-02 005 2x + 3cosx- 1 < 0 > 
cos 2х + З cosx— 1 


=20082x+3008X-2<0-2<cosx< = p < x < Эт 


а) А > 0 = [-(4 cos a)? - 4(2 cos? a4 cos? a – 1) = 0 = 
= —32 costa + 24 cos? а = O fazendo cos a = t > 
= – 327! + 242 = 0 = 


= – 812 (412 — бы ei ааа de 
2 2 2 2 
>$ = «ЕВ! =a = 55 
Буе 05829... 6 0550-5 (А) 
a 2 cos 05 а 2 
2 = 
Sow tos qd er dcos dd s b 
a 2 cos 
Fazendo cos a = у = 4f - 1> 0 (у < -+ ouy > $) > 


= (сова < -$ ou cosa > 5 Ян [E <a=mouo= « <В) 


5 : T < BT ( 
Solucóes reais — Б 54%-- (С), 
АПВПС= fa ERIE < = SE 
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441. 


442. 


444. 


445. 


446. 


(cos x > 0 e 2 - cos x — 1 > 0 e 1 + cos x > 0) = cos x > -+ (A) 


108 ос (2 cos x — 1)(1 + cos x) > logs, COS х= 


= 2 cos? х + cos x — cos x — 1 < 0 > 


52. cos2 x — 1 < 0 > —Ë2 < cos x < 32 (B). 
De (A) e (B) vem < cos x < 22, então: 


T T бат Тт 
— — < X < — — < X < — 
S кені х< 0 <х л) 


e "m m 2 
Uma condição necessária é sen x > 0. Então: ( 1- cos x) < sen? x> 
= 1 — cos x < 1 — cos? x => cos? x — cos x < 0 > 0 < cos x < 1 > 


T 
<х< 
= 0 <х 2 


Fazendo 2x = y > y> 35 (кт =у< + 2Кт ou 


ZE кт < y < ST + 2кт ou ŠE + 2кт < y < 2т + т) > 


т 27 3m 
> (кт < x 1 + кт ou 27 + кт < x SE + кт ou 
+ ka < x< = кт) > 
T т Зт Бат Бат 
— < x < — — < X < — — < X < = 
=S кевіо=х о а 
fE ех < TE ou HT = x= 2x| 


tg? 2x — tg 2x < 0 > 0 < tg 2x < 1 > 


= 2х Ts Кт т „Кт 
> Кт = 2х 4 Кт > 2 X 8 


эг 
= елка era T <x < ЭТ 
=S kerlo tag 04-77 <Х «V OUTEXS SOU 
Эт == 137 
2 8 
Fazendo tg 2x = t =t? — 3 < 0 => —\3 < t < V3 > -N3 < tg 2x < УЗ. 
Fazendo 2x = y = -V3 < tgy < ҮЗ — 27 + 2km < y < 27 + 2km ou 
жт = y < — + 2km ou 57 + 2km < y < 2т + 2 > 
T 27 
кт < x < т + кт ou e ku < x < m + km 
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447. 


448. 


449. 


450. 


COMPLEMENTO PARA О PROFESSOR | MANUAL 


T 2m 5r Тт 
= La ara үү ea де КИ 
=S kerlo= E EA pee cou 

4т 5r 117 
IU eX us < 
E 
зепх — со5х > 0 => зепх — sen = -:)>0=sen(x-F)>0= 
т т 5r 
<x- — < —<x< —— 
= 0 < x 4 > 4 X 4 
т 
sen — 
cos X + -senx > 25 
cos — 
3 
= cos x : cos — + sen — : sen x > V2 cos = => 
ту. V2 To 42 
= cos [x T) > L fazendo х з tios 
T T г шил eT 
= (0 =: < Тои-т <t<0) Edo Зи > 
T Тт т т т T. 
Эр <Х < т 99 Pu. = 50 > 75 < x= 5; portanto, 
т Тт 
= <х< 
5 (кені Х | 


т = x < 2т = sen x < 0 = |сов x| > sen х. 


Se sen x > 0, a inequação equivale а cos? x > sen? x e daí 


2 · sen? x — 1 = 0, portanto Ee = senx = 
Tendo em vista a hipótese, temos О « sen x = EE de onde vem 


2tgx(1+182x — +) 
— Er <0>t8x=0= 


т 3T 
= => <Х<тои-2-<х2т 
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451. 


452. 


453. 


454. 


455. 


456. 


457. 


E 1 
32senx t > 30 = 2 вепх-1>0-вепх>--- 


1 т 5m 

-1> > — = — < x < == 

а) 2 зепх – 1 > 0 => sen x 5256 X 6 
1 


b) log, (2- sen x – 1) = — ` log, (3 se^ x — 4- sen x + 2) 


log, (2 · sen x — 1)? = log, (3 · sen? x — 4: sen x + 2) 
Então: 

(2 · вепх- 1)2 = 3 · sen? x – 4 · sen x + 2 > 

= sen? x = 1 => sen x = +1 


T 
Levando em conta a parte a), resulta sen x= 1 = х = PE 


3 КЕ КЕ 
2 = 2 =. = 
COS“ X Ден э < c0S X => 
т 5r Тт 117 
a E ia 
2 = 
Fazendo cos x = y => 21503 -1 <y< -f ouy> 1 


2 1 T 
е да —1 < cos x < — = — < Xx < T. 


2 3 
4se2x- 1. 9 ,4-4cosx-1.9 
cos x cos x 
Fazendo cos x = y > o ys Loros Es 
> (сов x A ou 0 < oos x = E) > 
51 ах ош Зи х т о, т < = іт 


“-х(ва-%2)>0,Ух>4<0-1-4ша%3<0- 


т т 
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sen? х — 2 зепх < 0 = 0«senx «25 0 <х< т 
sen? x + cos? x + 2 sen x cos > 1 = sen 2х > 0 
Fazendo 2х = t, temos: 

sent > 0 = 2km <1 < т + 2кт > п х < 5 + ku = 


3 
>0<х<--ойт<х< > 


(тој еи: — Trigonometria em triângulos quaisquer 


461. 


462. 


463. 


464. 


465. 


с? = 42 + (3V2)? — 2 - 4 · 3V2 · cos 45° = c = N10 


BD-aeAC-b 

а? = 82 + 122 — 2 · 8 · 12 · cos 60° = 
> а= 417 т 

b? = 82 + 122—2.8.12.с0$ 120° > 
> = 4/19 m 


22 = (V6)? + (V3 + 1)? — 2(Vo)V3 + 1) cos В = 


(6)? = (V3 + 1)? + 22 — 2. 2(М3 + 1) сова = 


> cos a = = => а = 60° 


а + B + у = 180° > у = 75° 


a,b,c € Q > а2,р2, c? Е Q = (а? + с? — 02) Е Q 
а се > 2ас € Q 


а + c? — b? а oed 


VP Е Q e cos В = 230 = cos p € О 


(х2 + x + 1)? = (х2 — 1)2 + (2x + 1)2 — 202 — 1)(2x + 1) · cos B = 
— € 2Х3--х2-2х-1 -.1:QÀ6*X*-—-2x-1 1, 
-4х3- 2х2-4х-2 -2.(2х3--х2-?х- 1) 2 


= В = 120º 
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466. 


468. 


469. 


472. 


473. 


O 
B 


a2=c2+1-2cc0s120º5a2-c2-c=15(202-c2-c=1> 
1 + 13 
-с----- 
6 
а) 172 = 152 + 8? > O triángulo é retângulo. 
b) 102 > 5? + 62 = О triángulo 6 obtusángulo. 
c) 82 « 62 + 7? = О triángulo 6 acutángulo. 


Chamando as medidas dos lados de a, aq, aq?, só falta impor duas 

condições: 

(1) o maior lado é menor que a soma dos outros dois (condição para 
existência do triângulo): aq? < a + ag; 

(2) o quadrado do maior lado é maior que a soma dos quadrados 
dos outros dois (condição para o triângulo ser obtusângulo): 
(aq2)? > a? + (аа)2. 


1-45 1+5. 


<q< 
De (1) resulta 2 q 2 
De (2) resulta q « — 1 18 ou q > 1 28 
Сото а > 0, temos шар = <= к 
зеп 8 = 25 > В = 60? ou B = 120° 
зеп б = 22 — 6 = 45° ou С = 135° = 


А + B + С = 180° = B + С = 180° — 15° = B + С = 165° 
>В = 120° e Ĉ = 45° e À = 15° 


M a= + p (ângulo externo ao ДАВУ) = 
Z 2 
о 
ПП 
DO '. o triângulo ABY é isósceles = 
A БІН = ВА = AY = 50 m 
50 А. 98 No AAXY temos XY? = AY? — АХ? = 
= 502 — 252 
XY = 25У3 т 
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475. 


476. 


477. 


478. 


479. 
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tga = >h, =- 
кесе, а tga m n 

n п [ga tB ° A 
ЕВЕ = 8 /\ 
ЕНШІ; у. m... а =M a c b 
Ба +В ра "tgo-tgB tga 

- m . = 
=з. (tga + tg B) >a =h (tga + tg) „ E c 


5 = ELM = S= 713 m? 


Sabe-se que as diagonais de B 

um paralelogramo dividem-se БУ 
mutuamente ao meio, então: e 
BO=0D=5m А А 


Além disso, as diagonais dividem o paralelogramo em quatro triángulos 
de áreas iguais, então: 
DO - OC - sen DOC 5-10- v3 


5 = 


519 sena => sen a = -+ => a = 30°, 


а? = 82 + 102 — 2 · 8 · 10 · cos 30° > а = 2/41 — 2045, 
8 ора 284172083... )R > R = 2101-2095 (m) 


sena 


2 


72 =c? + 82-2.8.с: с0$ 60° => с2 — 8с+15=0=—с=5оис=3 
sen 60° = $ = 10/3 т? оис = Зт = $ = 6V3 m2 


c=5m>S= > 


A + B+ C = 180° >= A + B = 1809 – C ou B + С = 180° — А, 


cos (180° — C) = —cos C = cos (A + B) = cos (180° — C) = > > 


> cos С = – = = С = 120° 
sen (B + C) = sen (180° — А) = sen A = sen A = -+ A = 30° 
B = 180? — (А + C) = 30° 
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480. 42 = 42 + 52 – 2 - 4 · 5 · cos 150° = 
= 41 + 2043 
5 _ vY41- 2043 
= — 5 
sena sen 150? 
= зеп а = ESE ИИ 
2441 + 2043 
5 
а = arc sen === 
2441-2043 
a b с. 
482. = 5 9 К > а = 5К, р = ТК, с = 9k 
Sos Boss al + c? — b? - 25k? + 81K? — 49K? _ 57 . 19 
2ac 2(5к)Ок) 90 30 
a 19 
B = arc cos 30 
483. sen15? = ѕеп(45° — 30?) = sen45?cos 30? — ѕеп30°соѕ45° = m 


23121341 _ вепв = Ү2 =>6 – 45 ouB = 135° 
зеп 159 sen B 2 


А + B + С = 180° = B + С = 180° — 15° = 165° > 
= (С = 120° eB = 45°) ou (С = 30° eB = 135°) 
484. c2= (2b)2 + 62 — 2. 2b · b : cos 60° > с? = 362 = с = bN3 


р ^ 1 ^ 22 
— l = ——— = = o = ° 
Sen60° ^ села = sen В > > B = 30? (pois B < 120?) 


485. B= 180? — (А + C) = 180° — ЗА > senB = sen (180° — ЗА) = sen ЗА 
2.6 sb sen ЗА _ 3 зеп А — 4 зепзА 3-4 sen? А, 
senB senC с зеп2А 2 sen А · cos À 2 cos À 


о 


2 2 2 142 2 2 
= (=) -(3-4еғА) = 48 sen^ А — 56 sen? Â + 11 = 0 > 
2 cos А 


= sen А = = > Â = 30º, então 6 = 60° e B = 90° 
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486. 


487. 


488. 
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a b 6 3 


= = = => = = = 
senA  senB сеп ЗВ  senB 


— 


К ao 32 
ее 
sen В sen В 2 


= B = 30°, À = 90° е = 60°, с2 = b? + a? — 2ар cos С > 
= с2 = 32 + 62 – 2 · 3 · 6 · cos 60° = с = 3/3 т 


А + B + С = 180° = В + С = 180° — À = (В + C) = —tg A => 
iQ МЕ B EO copio A А 
1-tgB-tgC 1-tgB-tgC 


=2=-1+tgB-tgC— tgB- tgC = 3 


| 3.4: зеп а 


5---------6:бепо 
s- 3 = 3250019 60) — 6. sen (a — 60°) 
Então: 


6 · sen a – 3 = 6 sen (a — 60°) => sen a — sen (а — 60°) = > => 
= 2 - sen 30°. cos (a — 30°) = — => cos (a — 30°) = => 


= а — 30° = 60° = а = 90° > $ = 6 · sen a = 6 m? 


Пу ее) — Resolução de triângulos 


490. 


491. 


а? = b? + с? > а? – с? = 32 > (а + с)а — с) = 9 > 

> (а + с)\/3 = 9 а + с = 3/3 (1) 

É dado que a — c = 3 (2). De (1) e (2) resulta а = 2/3ec = N3, 
ЕТ в 


= 2 60". 


então sen В = 
Do sistema a + b = 18, а + с = 25 e b? + с? = a, resulta 
(18 — a)? + (25 — а)? = a? e daí a = 13, portanto 
0-18-а-5ес-25-а- 12. 


| ЭРЭ! 
Finalmente sen B -- а 13 


> с 
е sen C = — = 
а 
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492. 


493. 


494. 


495. 


2b + a = 64 (1) 
a 2 
р2- (3) + 242 (2) 
2 
De (1) a = 64 — 2b, que substituído em 


(2) dá b? = (32 — b)? + 576 e дагђ = 25. 
(1)a = 64 — 2b = 14 


lados: а, 6 =а+ 1, с= а + 2 


а _ с а а-2 - a+2 
= = => == — = cos A = 

senA  senC senA sen 2А 2a 

2. 2 | 2 | | а-2 2 E 
а? = (a + 1)* + (a + 2)* — 2(a + 1)(a + 2) · -эа“-За-4-0-э 
=> а = 4е daí: b = 5, с = 6, сов À= 3,0-2. arc sen 7 
(a+b+c):r_ а-һ _ 2n? + 2га _ 12 
— P= = ће === > h = — 

2 2 а 5 


(a+rb+oc:r=a:h>b+c=7(A);,b-c-a-h>b-c=12(B) 
De (A) e (В) vem 02 — 7b + 12=0=b=4ec=30ub=3ec=4. 


gA He 29.0 2 pO шай sds a 
24 5 5 
pedido 3 Ped ne a 
cos C = = => С = arc cos — ou sen B = 5 — B - arc sen 5 e 
2 3 хо 3 
cos C = 4 — C = arc sen 4 
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496. SejaHopontoemqueasalturasAA',BB' 
e CC' se interceptam. Os quadriláteros 
HA'CB'eHA'BC' sãoinscritíveis porque 
tém dois ángulos opostos retos e, 
portanto, suplementares, então: 
А, =С, = 90° к Ае А; = В, = 90° — A. 
Chamando de A', B' eC' os ángulos do 
triángulo A'B'C', obtemos: 
А' = A! + А; = 180° — 2А, В' = 
= 180° — 2В е С' = 180° — 2С. 
Aplicando a lei dos senos ao triángulo А'В'С, temos: 
A'B' B'C а cos С іг! азеп C cos C 
= ——= > АВ ----- 
senC  senB'A'C зеп А. _ senA | А 
Analogamente: B'C' = с sen А cos А еА'С' = b sen B cos B | 
sen B sen C 
497. Seja 1 o centro da circunferéncia 


inscrita em ABC. Ligando | com B e 
com C, temos: 


А = 180° — Bic = Ë T C 
2 
Analogamente: 
В' = 180° – Ајс = À t C. 
2 
АВ. 


B 


c € = 180° - АВ = 
А 2 
O triângulo CA'B' é isósceles (СА! = СВ”), então 


a+b+c 


с' = А'В' = 2 СА sen == 2(p — с) sen em que p = 2 


Analogamente, temos: 


ю|>› мо 


b' = 2р — b) sen — e a' = 2(p — a) sen 


498. cos А = V1 — sen? A = — 
а? = b? + c? — 2bc : cosÀ = 9 = b? + (10 — b}? - 2b(10 — b) > 
>hb?-100+25=0=b=5= c=5 


EntáioB=CeA+B+C= т, portanto: 


іа T А m 1. 3/91 
B=C 2 2 2 2 arc sen . 
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499. 


hi-c:senB—n-c:senBc- = 
ѕеп В 


h, = b ѕепС => п = b · sen Ĉ > b = - 
sen С 
n n 


senB  senC 


— m (1) 


De (1) vem: 
n (sen B + sen С) = m · sen В · sen С 


+С Bet 


B 
2п · sen 2 5 


Notemos que: 
COS (8 + С) = —cos А (dado) 
В-С 
2 ^ ^ 
cos (B - €) = 2. cos? ÉL — 


sen 


1 


Então a equação (2) fica: 


m. cos2 Ë — C _ ЖЖ” 
2 2 

A partir dessa equação obtém-se o ângulo 

B+ m A 


Como 2 5 2 2 А 
211 бе n , - Mm sen (8 + С), 
senC' senB' sen B + sen C 

a | b C а+с 


sen А sen B sen C sen А + sen С sen B 


= cos 2 (calculável a partir de cos А) 


А 
unas PK ue 
: m sen 2 0 
B-C 
2 


“ COS = > [cos (B – €) – cos (B + 6) (2) 


os ángulos B eC estão determinados e ааг 


b _ К 
sen (A + С) sen А + sen С 
b k 
Bi АС (Аб А+б Ep 
2: . AT 
sen 5 cos 2 sen 7 5 
р К 
> a == = 
бак A+C ens A-C 
2 2 
р+к k—b 
w E 
cos + cos cos — cos 
2 2 А 
= РАЧА 2 шэн т--»С018 Mid NL 
2.соѕ -cos 2. ѕеп.А.. sen € Кєр 2 
2 2 2 
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Conhecendo C, temos: 7 . 

A ае bsenA с — b зеп С. 
sen B sen B 

= 180° = А = 180° - (B + 6) 

b C 

senA senB senC 

em que R é calculado assim: 


501. А-В-С 
a 


S = — bc sen Â = — · 462 - sen À - sen В. sen 6, então: 


- 2R—a = 28 вепА,ђ = 2RsenB,c = 2RsenC 


1 
5 


а 


2 
|| -— —— 
ѕепА · ѕеп В · ѕеп С 
502. А a=m+n= hs a ha 
tg B tg C 
b = ha = 
š b sen C 
sen B 
B с ~ ~ | ~ 
А = 180? – (B + C) 
503. о c tg МАВ = < etg NÀB = — 
| tg МАМ = tg (МАВ — МАВ) = 
| 2. 1 1 
5 _—_ EE ò E T 
РАЙ FERE: 
A 5 B 5 5 25 
504. о АВ _ азе же 
2 87 
АВ. _ nt L 
> (d + 00”) · tg 4 
Então: 
/ d-tg5=(d+00)-tg 
alte + — tg £z 
gp е cim A - Al- 
E] EA 
A B tg 4 
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100 + 49 – 169 1 


= к METAL m s= Vir 20 = 
505. cos 0 140 7 > sec“ 0 49- 1 + 1520 = 49 > 
= 160 = – 43 = а 
Então: 
|УЗа| = |N3(—4N3)| = 12 
506. situacao inicial situacao final 
q v=32tga 
=== e seh=2 


seh<2 


V=32-cotga 


Se h > 2, então 16(4 — h) = 32 авва = == 


2 
Se h < 2, етао 16 h = 32 cotg a e daí tg а = =. 
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FUNDAMENTOS DE MATEMÁTICA ELEMENTAR 
é uma coleção consagrada ao longo dos 
anos por oferecer ao estudante o mais 
completo conteódo de Matemática 
elementar. Os volumes estáo organizados 
da seguinte forma: 


volume] conjuntos, funções 


VOLUMES combinatória, 
probabilidade 
complexos, polinómios, 

VOLUME 6 д 
equacóes 

VOLUME 7 | geometria analítica 


limites, derivadas, 
noções de integral 


| VOLUME 10 | geometria espacial 


matemática comercial, 
matemática financeira, 


estatística descritiva 


A coleção atende a alunos do ensino 
médio que procuram uma formação 

mais aprofundada, estudantes em fase 
pré-vestibular e também universitários que 
necessitam rever a Matemática elementar. 


= 
go Лоа! 


Os volumes contém teoria e 
exercícios de aplicação, além 
de uma seção de questões de 
vestibulares, acompanhadas de 
respostas. Há ainda uma série 
de artigos sobre história da 
Matemática relacionados aos 
temas abordados. 


Na presente edição, a seção 
de questões de vestibulares foi 
atualizada, apresentando novos 
testes e questões dissertativas 
selecionados a partir dos 
melhores vestibulares do país. 
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